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Die dreigliedrigen 
Berührungstransformationsgruppen der Ebene, 
welche keine Invariante erster Ordnung besitzen. II.*) 


Von lValter Neumer ın Worms. 


Zweiter Abschnitt. 
Die verschiedenen Typen von dreigliedrigen, keine Funktion /(&, y, y') invariant lassen- 
den Untergruppen einer mit der projektiven G, der Ebene ähnlichen Berührungstrans- 
formationsgruppe und ihre Beziehungen zu anderen Untergruppen, dargestellt auf Grund 
der Definitionsgleichungen. 


$ 8. Charakterisierung der verschiedenen Typen von Berührungstransformationsgruppen 
G3 überhaupt. 

Unser Ziel ist es nunmehr, die verschiedenen Typen von G5 (85) einer 9,(&, P) 
zu charakterisieren, indem wir die speziellen Relationen zwischen den Basisgrößen 
x, ß, o, r angeben, welche für jeden Typus außer den allgemeinen Relationen des The- 
orems 1 noch bestehen müssen. Dieses Ziel werden wir schrittweise erreichen. Zunächst 
bemerken wir, daß eine vollständige Einteilung der Klasse von Gruppen G3 in Typen 
von ähnlichen B.T.s-Gruppen überhaupt durch folgende beiden Kriterien bewirkt werden 
kann: erstens die Anzahl der wesentlichen Parameter der Derivierten (die gleich dem 
Rang der Determinante (40) oder (112) ist) und zweitens die Anzahl der invarianten inf. 


Trf.n der G5. Untersuchung der speziellen G5 (42, b, e, f, g) liefert folgende Tabelle 
(vgl. $3): 


0 | 2 
Eu 31% u 
(137) KR 1... SER | 
‘ > „H' r 
2 G 9 (C++ ©) 
1 G, G, 


in welcher die Ziffern der äußeren linken Spalte die Parameterzahl der Derivierten und 
die Ziffern der oberen Zeile die Anzahl der inv.n inf. Trf.n angeben. Daher braucht man 
(vgl. (112)) zu den Relationen des Theorems 1 nur die Ungleichung AB — T? + 0 hin- 


zuzufügen, wenn man will, daß (85) eine 9, definiere. 

Wir versuchen nun, die inv.n inf. Trf.n direkt aus dem System (85) zu bestimmen. 
Die Rechnung führen wir zunächst für das System (55) durch. U sei die ch. Fu. einer 
der gesuchten inv.n inf. Trf.n. Dann ist zu verlangen, daß vermöge (55) {UM} = const. U 





*) Teil I erschien in diesem Journal 181 (1939), S. 133—152. Abschnitte, Paragraphen, Sätze und Formeln 
sind durch beide Teile fortlaufend durchnummeriert. 
Journal für Mathematik. Bd. 182, Heft 1. I 
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oder, wegen (54b), wenn für den Augenblick log U =L gesetzt wird, 
(138) (Z,+ 9) M\— (L, + Yı) Ma + (Ya — YaLı) M = const. 

wird. Nun folgt aus (55): 

(139) (a) Zh,=—L, Is=—B, 

7 b)Zls=—-Lle—-%L, +0l.—-0;, Lla=—-Lb+v%L—tls+ tr. 
Üben wir auf (138) die Op. ©, aus, so kommt wegen (55), wenn wir die Koeffizienten 
von M,, M,, M gleich Null setzen: 

Ly + Ya ala + 9)+ Al — 9b =I, — (Zut mW)t rn Ht 9)=0, 
— 7z(L, + 91) + Yıla + Pula — Palı — Yabıı = 0. 

Vermöge (139) liefern die Gleichungen (140ı, 2) 

(141) (L, + 37) (La + 305) + 3(ylL, + 3%) — (la + 30,)) — Tl) = 0, 

(L, + 37)’?= AG). 
Nun hätten wir (138) auch der Op. €, unterwerfen können; folglich gelten auch die Relatio- 
nen, welche aus (141) durch die Substitution (64) erhalten werden: 
(L, + 371) (Le + 303) — 3(ylLı + 371) — zlbe + 30,)) — I(}) = 0 
(L, + 30,)? = B(). 

Die Relationen (1411), (141) zusammen genommen sind äquivalent mit 

(142) y(L, + 39) — la + 20)=0, (L, + 37) (la + 30,) = T(}). 
Die Relationen (1412), (141*e), (1422) zeigen, daß AB — T? = 0 sein muß, wenn es über- 
haupt inv.e inf. Trf.n geben soll. Wegen (70) gilt nämlich die Identität 

(145) A(a) B(b) — F(a) T(b) = AB — T? 
[ür die Größen (87) sowohl wie (127). Damit ist wiederum bewiesen, daß die Bedingung 
AB—T?=+0, zu den Relationen des Ferse 1 hinzugefügt, bewirkt, daß (85) eine 9, 
definiert. Se :hreiben wir (1412), (141*2) so 

(144) L, +31, = YAQ), Z,+ In: = YB(}) (YAH)YBG)= FQ)), 
dann wird (142) eine Folge von (144). Denn wir haben die Identität 

(145) yYA(a) — x/B(a) = 0 (YA(a) YB(a) = F(a)). 
Wenn nämlich YA(a) = YB(a) = 0, dann ist (145) sicher richtig. Ist aber z. B. A(a) +0, 
so folgt aus (145) durch Multiplikation mit YA(a): yA(a) — yF(a) = 0, eine direkte 
Folge von (70). Ähnlich überzeugt man sich unschwer, daß die Relation (1405) und 


somit auch diejenige, welche mittels der Substitution (64) aus ihr hervorgeht, auf Grund 
von (144) erfüllt ıst (zur Bestätigung bediene man sich der Beziehungen 


(VAda)); = riYAla), (YBla)); = 0://B(a) (=1,2,3), 

welche man aus (62), (69), (68) findet). Mithin ist (144) der Forderung (138) äquivalent. 

l’erner zeigt eine leichte Rechnung, daß auch die Gleichungen (139) eine Folge 
von (144) sind. Da die Diffgl.n (139) die Int.Bed.n (4) für /= Z erfüllen, müssen diese 
auch von den Diffgl.n (144) befriedigt werden. Zu jeder ar zwei in (144) möglichen 
\Wurzelkombinationen werden also durch (144) oo! Größen Z -- const., d.h. oo! Größen 
const. U, mithin eine inv.e inf. B.T. bestimmt. Nur dann, wenn A('), B(1) beide ver- 
schwinden, gibt es nur eine einzige inv.e inf. B.T. 

Wegen der Tri.s-Formeln (88), (89) bzw. (135) gelten die soeben gefundenen Ergeb- 
nisse auch für die Größen (87) bzw. (127) bezüglich des Systems (85) bzw. (125). Daher 
können wir auf Grund der Tabelle (137) in Verbindung mit (112) die folgende vollständige 
Disjunktion vornehmen: 


(140) 


(141*) 











(146) 
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Fr A(!)=B(!)=0 A(!), B(}) nicht beide — 0 





AB—-r2+0 8 


A, B, T nicht alle = 0 G, G (ec + ©) 


AB—T?’=0 | | 
Au Bi = 0 9; G, 








Der Inhalt dieser Tabelle lautet in Worten: 

Theorem 2. Damit durch ein System (85) bzw. (125), welches den Voraussetzungen 
des Theorems 1 bzw. des Satzes 5 genügt, eine G;; G,: G3; G,(e # ©); G, definiert werde, 
ist notwendig und hinreichend, daß die Bedingungen erfüllt sind, welche in derselben Zeile 
und Spalte der Tabelle (146) stehen wie die betreffende Gruppenbezeichnung. Dabei bedeuten 
7, y, A, B, T die Größen (87) bzw. (127). 

Aus (144) erhalten wir mittels der Trf.s-Formeln (51), (26), (85°), (88) unter Berück- 
sichtigung von (25a) und (29) die entsprechenden Beziehungen bezüglich der allgemeinen 





(log U), + (7, +or)=YA(), (log U), 4 >(o, -oa) =|YB(!) 
((Au)YB4) = FG)). 


er Grenzübergang } == P,, > © reduziert das System (147) auf 








(log U), + Ur, +%,)= Al), (log U), -+- !o, = YB(1), 
(YAt)YBG)= FÜ)), 


unter Z,..., F dıe Größen (127) verstanden. 


$ 9. Die singulären invarianten Differentialgleichungen 2. 0. einer G“. 

Von charakteristischer Bedeutung für die Art des Enthaltenseins einer G; in einer 9, 
sind diejenigen ihrer inv.n Diffgl.n 2.O., welchen eine auszeichnende gruppentheoretische 
Eigenschaft zukommt. Das trifft zunächst zu für die inv.n Diffgl.n 2. O©., welche die 
kommutable inf. Trf. der betreffenden 63 gestatten und welche wir singulär nennen wollen. 
Für eine proj.e G3 (55) findet man durch Einsetzen der Größen (58) und (54a) in die 
Bedingung (34) zur Bestimmung der singulären Diffgl.n die quadratische Gleichung 

(149) Be — 2Te+A=V0. 

Die Formel (58) und die Gleichung (149) unterwerfen wir der B.T. (14). Dabeı benutzen 
wir die Beziehung 
"A P,—- Ps Pi—a Eu 
(150) = — 1 = 2 — (8. (21), 
A —Ase A,c.—P 
gemäß welcher die Überführung der Diflgl. 9” + e(r,y,y’) = 0 in die Diflgl. 
Jr 4 
y" + ey, y) = 0 
mittels der B.T. (14) erfolgt. Mit Rücksicht auf (150) und (88) finden wir aus (55) und 
(149) die Relationen 











(151) |. — ape + bxe”| 
| ae’ bee | 
(152) Ble — 0)? — 2T(e— a) (e— PB) + Ale — Pi = 0] 








für die inv.n Diffgl.n y’”’ -- e = 0 der = (85) und die singulären unter ihnen. Der Para- 


meter a: b in (151) ist gleich dem Parameter a in (58). 
1* 
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Den Grenzübergang ß — oo vollziehen wir in (151), (152) auf dem Wege ? = By, >, 
wobei die Festsetzungen (126), (127) zu beachten sind. Das Ergebnis lautet 

(153) e=a + ae”, 

(154) B(e-—- a) —2T(e— oa) +H+A=0: 

Dabei ist @: b wieder durch a ersetzt. 

Die Gleichung (152) lehrt nach Theorem 2, daß die G, zwei, die 95 (c # ©o) und G, 
eine singuläre inv.e Diffgl. 2.0. besitzen, bei den G3 und gG, jedoch alle inv.n Diffgl.n 
2.0. singulär sind. 

Soll z.B. y’' + ax = O bzw. y’’ + ß = 0 singulär sein, dann muß nach (152) A = 0 
bzw. B= 0 werden. Das erkennt man auch direkt, denn A=0 bzw. B = 0 ist nichts 
anderes als die Invarianzbedingung der Diffgl. y’+x=0 bzw. y’+ ß=0 gegenüber 
der kommutablen inf B.T. e=*. 


$ 10. Der Begriff der Imprimitivitätszerlegung in bezug auf Berührungstransformationen. 
Auf eine weitere Klasse von ausgezeichneten inv.n Diffgl.n 2.0. einer 63 stößt 
man durch folgende Untersuchung. co! Gleichungen 
(155) I(x, y, y') = eonst. 
bestimmen eine /mprimitivitätszerlegung (Impr.Z)*?) des A, der Variablen x, y, y'; als eine 
Schar von oo! Diffgl.n aufgefaßt definiert (155) oo! Scharen von oo! Element- M, der 
Ebene r, y. Die unendliche Gruppe der Inv.n /(x, y, y') wird definiert durch (33) oder, 
anders geschrieben, 


(156) U= WU, 
wo &, » gegeben sind durch ’ 

(157) I, el, =0, I, + vl, =0. 
e, » stehen in der Beziehung (35) oder 

(158) ve = — 1? — Er — Ey, 


und umgekehrt ist (158) notwendig und hinreichend, damit die Difigl.n (157) ein voll- 
ständiges System mit einer wesentlichen Lösung /(x, y, y') bilden 3). Daher bestimmt 
ein Größenpaar e, » mit der Eigenschaft (158) immer eine Impr.Z., welche wir dement- 
sprechend durch {e, v} bezeichnen. 

Die Impr.Z. {e, »} faßt offenbar die ©? Integralknrven GC, der Diflgl. y’ -- e= 0 
in oo! Scharen (155) von je oo! Kurven zusammen. Umgekehrt stellt jede Zusammen- 
fassung von o0® Kurven — welche ja als die Lösungen 6, einer Diffgl. y'’’ + & = 0 ange- 
sehen werden können — ın oo! Scharen von je oo! Kurven eine Impr.Z. {e, v} dar; denn 
die oo! Scharen von oo! Kurven können durch oo! Diffgl.n (155) definiert werden. 

Die Gleichung (156) ist äquivalent mit 

(159) U = v’U (ze 1, /=-— =); 
und (158) kann so geschrieben werden 

(160) ve= — v?— ev + e 
(vgl. Satz 4, dessen Anwendung z. B. dadurch möglich gemacht wird, daß man die Glei- 
chung (156) vermöge der B.T. (14) aus der Gleichung U, = 0 hervorgehen läßt). 


?2) Zu dieser ganzen Ziffer vgl. W. Neumer, Über gewisse Beziehungen, welche bei der allgemeinsten Diffgl. 3. ©. 
stattfinden, die durch B.T. in y’’’ = 0 übergeführt werden kann, dieses Journal 178 (1937), $. 214—228, $2,1. 
3) A. a. 0.19), 





we 


W 
ve 


E 
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Die größte Gruppe, in welcher die Gruppe (156) oder (159), also auch die Impr.Z. 
fe, v} inv. ist, wird definiert durch jedes der beiden Gleichungspaare 
(161) Ux. + sl. +, UÜ=0, U.+ rl. — nl. + rl, — rl =, 


! 


a6) UV ra" — al =0, U Hr li — nl HH U, tn =0. 
(1611) oder (1611) definiert die unendliche Gruppe der Diffgl. y’ -- & = VO oder ey’ +1=0. 

Wenn & = &, also e’ = 0 wird, behält »’ = — » : e immer noch einen endlichen 
Wert, und auch die Gleichungen (159), (160), (161’) behalten ihren Sinn; in diesem Falle 
wollen wir von der Impr.Z. {oo, »'} sprechen. 


$ 11. Die invarianten Imprimitivitätszerlegungen der Gruppen G’. 

Wir suchen jetzt sämtliche Impr.Z.n fe, »}, welche gegenüber einer bestimmten 
(63 (85) inv. bleiben. & muß natürlich eine der Größen (151) sein. Die Rechnung führen 
wir zuerst durch für das System (55), wo e durch (58) gegeben ıst. Wir haben dann zu 
verlangen, daß (161>) aus (55) folge, was wegen (158) bedeutet, daß 

—r+ 19 + (Pa Pole Pat 9 =d, 
(162) ev, — »? + ((9, — T)E — T)vy + (9 — 173 — Pa + HPo)E + Ya Tdıfı = 0, 
— 13 4 1397 + (Fa3 — 0392)E — Pia + T39ı = 0. 

Elimination von v, aus (162ı,2) liefert für » eine quadratische Gleichung mit der Lösung 

(163) v= I (e-- 1) +N, N = YB(})Je®— 2F(!)e + Alt). 
Auf Grund von (76) findet man 

(164) N =zN (i=1,2,3), 
womit man mühelos bestätigt, daß (1621,53) durch den Ausdruck (163) für v befriedigt 
werden. 

Die Formel (163) unterwerfen wir der B.T. (14) und schreiben sie zu dem Zweck 
ın der Form 

165) nein —h) HN, N=YBUH)e— 2C(4)e + Alt), 
welche dem System (81) entspricht. Die Impr.Z. {e, ı} wird durch die B.T. (14) ın die 
Impr.Z. {ze, v} verwandelt, wobei e durch (150) und n durch 


(166) NEN... (+ rn 


gejreben ist. Die Formel (166) ergibt sich am einfachsten, wenn man dıe Defgl. 
U. = U — ellıı = nl 
durch die B. T. (14) in (156) überführt und dabei die Identität 
(167) f. = ölle — a)l, — (e— B)f,) 
benützt. Darauf findet man aus (165) vermöge (166), (150), (85’), (88), (26), (29) die 


allgemeine Beziehung 


an I»(e) = 4 o(t.(e — B) — o7le — a) — 2 — 2N(E)), 

) a , BEN i FREE EEE TEEN - 

N(e) = Y B(})(e — &)? — 2F(})(e — a)(e — B) + Alı)le — PB). 
Zu jeder inv.n Diffgl. 2.0. y’’ + e = 0 einer Gruppe (85) ist daher ein Paar von 

inv.n Impr.Z.n vorhanden, ausgenommen diejenigen, für welche N(e) = 0; denn dann 

fallen die beiden Impr.Z.n zusammen. Die durch die quadratische Gleichung N(e) = 0 


bestimmten inv.n Diffgl.n 2.0. der G5 (85) wollen wir als einzählig bezeichnen. Die 
Einzähligkeit ist demnach eine Eigenschaft, welche durch B.T.n nicht zerstört wird. 
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Theorem 2 zeigt wegen (143), daß jede G, genau zwei, jede 95 genau eine, jede g, 
und %, lauter einzählige inv.e Diffgl.n 2. O. besitzen. 

Der Grenzübergang $ = Py > © reduziert (168) auf 

5 »(e) = 3 (ale — a) — 7. — 2, + 2N(e)), 

mn N(e) = VBEHe— a? — 2FHe—a) +AQ). 
Kommt y’ = oo unter den inv.n Diffgl.n 2. O. einer Gruppe G5 vor — was bezüglich 
der Gruppen (125) immer der Fall ist —, dann dividiere man (168) bzw. (169) durch & 
und setze nach (159) » = — ev’; der Grenzübergang & > oo liefert für »’(oo) ein Er- 
rebnis, welches sich sofort hinschreiben läßt (die Anwendung des Satzes 4 unter Berück- 
sichtigung von (1232-s) mit nachfolgendem Grenzübergang &’ — 0 wäre hier umständ- 
licher). 


$ 12. Die fixen invarianten Differentialgleichungen 2. O0. der Gruppen G;. 

Eine dritte Klasse von ausgezeichneten inv.n Diffgl.n 2. O. einer G3 wird durch 
folgende Definition geliefert: Gmax(/) bezeichne die größte von inf. Trf.n erzeugte 
Gruppe eines Gebildes F. Dann sollen die inv.n Diffgl.n 2.0. einer G3, welche die 
Gnax(G3) gestatten, fix heißen. 

Die fixen Diffgl.n sind erst recht singulär; sie fallen mit den singulären zusammen, 
falls diese in diskreter Anzahl vorhanden sind, also wenn die G3 eine G;, G (ce + mw) 
oder 5, ist. Desgleichen sind alle einzähligen inv.n Diffgl.n 2. O. einer G3 fix, sobald sie 
in diskreter Anzahl auftreten, d. h. wenn die G3 eine 4, oder 6% ist. In diesen Fällen sind 
die einzähligen Diffgl.n natürlich auch sıngulär. Daraus folgt überhaupt, daß die beiden 
singulären und die beiden einzähligen Diffgl.n einer 9, zusammenfallen, ebenso die ein- 
zählige mit der singulären Diffgl. einer 9; (ce + x). 

Die Gmax der verschiedenen Typen 63 wollen wir kurz betrachten. Die Gyax der 


G, (42 b) ist die proJ.e G, (45), erzeugt von den inf. Trf.n (42 b) und der kommutablen 
inf. Trf. p + ygq. Die einzigen inv.n Diffgl.n 2. O. von (43) sind y’’ = 0, y’’ = 00; diese 
sınd daher die singulären Diffgl.n von (42 b), wie man auch leicht direkt erkennt. 

Die Gmax einer 93 (42 ce) mit ce # oo oder ab + 0 ist die G, 

b 

(170) l,y,auy —by; yP; ay'—y (ab #0); 

die Duahität (115) verwandelt die inf. B.T.n (170) — abgesehen von der Reihenfolge — ın 
b 

(170) 9, 29, 2°; yq, (a— b)ap— byqg (ab #0), 
d.h. die G, (170) gehört zu derjenigen Klasse von B.T.s-Gruppen, welche mit einer Gruppe 
der Form 


(171) Oy(2)9 Qol2)g, Qnlz)q ; y9, p 
ähnlich sind ?*). (Die inv.e Difigl. 3.0. der Gruppe (170’) kann dann und nur dann die 
Form y”” = 0 erhalten, wenn e = } oder ce = —1 ist 3).) y”’ = © ist die einzige inv.e 


Diffgl. 2.0. einer Gruppe (171). 
Wenn ab = 0, ist die Gruppe (170) nur noch viergliedrig; trotzdem ist die Gmax 
der 9°(42c) mit b = 0 wieder fünfgliedrig; sie ist nämlich erzeugt von den inf. Trf.n 
(172) l,y',ay'; xy" — y,log y', 


"2.2.09, 41% 
5) A.a.0, 20), Theorem 5. 


u 
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welche in der vorstehenden Reihenfolge bei Ausübung der B.T. r = ey’, y=y—y), 
y' = e* übergehen in 
(172) l,e&,y; 4,1; 
(1727) ist wieder eine Gruppe der Form (171). 
Auch die Gnax 
(173) l,y,ay — let W);e; ay'’— y 
der 9,(42f) ist fünfgliedrig und geht vermöge der Dualität (115) in (172’) über (die 
inv.e Diffgl. 3.0. y’’— y’’ = 0 der G, (172’) kann nicht die Form y’”’ — 0 erhalten). 
Die Gmax der G, (42 g) endlich ist die irrreduzible G, 
(174) 1,4; u, ey". 


Unter den inv.n Diffgl.n 2.0. einer %, ist also keine fix. 

Die einzige inv.e Diffgl. 2. O. jeder der Gruppen (170), (172) und (173) ist y’ = 0; 
folglich ist y’’= 0 die singuläre Difigl. jeder 95(42e) mit ab #0 und der $,(42f), 
dagegen die einzählige Diffgl. der 6 (42e) mit a = 0 oder b = 0 (was auch die Rechnung 
bestätigt). 

Mit der Schreibung $9,(x, ß); 95(e), G,(e) wollen wir zum Ausdruck bringen, daß 
y+a=0,y’+ß=0; y’+e=0 die fixen inv.n Difigl.n 2.0. der betreffenden 


» W Ya . 
9,, 93; 9, sind. 


$ 13. Die Möglichkeiten, wie eine G3 in einer 9, enthalten sein kann. 
Nun wird es notwendig, daß wir alle polaren Paare von inv.n Diffgl.n 2. O. 
(175) y+ar——=(0, y +be——=0 
der Gruppen (42b, c, f, g) bestimmen. Die Größen o, r in den entsprechenden Systemen 
(55) dieser Gruppen besitzen folgende Werte: 


(176) (b) «a = —— 2 log (2y’ — y), = log (ay’ — y) (ec) a = —log y,t- z — L log y' 
OR | 
so daß die Größen e in (58) durch 
2a—h 
(177) (b) e= atay’— y)? (ce) e= ayı (fear (g)e=au 
gegeben sind. Die Relationen (24) liefern bezüglich zweier Größen (177) dıe folgenden 
Bedingungen für die Parameter a, b in (175) (am bequemsten, nachdem die beiden zu 


untersuchenden Diffgl.n der Dualität (115) unterworfen sind): 
’ +» , ): re ‘ nn f 
” ) - e r > ) =V (€) an g ud = 2 =) 
J 


(178) b’—.a —dM v‘—g 
(f) Bi 2’ = (0 (e) a, b beliebig (aa’ = bh’ = 1 ). 
. 2a’ 22 1 | 
(178b): Entweder 1 + „, ;=_(, asob=—.a, odra =(,,; ; = 0, also 
b’—a Bo 


a=oo,b=(. Polar sind also die oo! Paare 

(179) y' + alay' — y®=0, y’’— alıy' — y) = 0 (a #0, ) 
sowie das Paar y’’ = 0, y’’ = oo der beiden singulären Diffgl.n der 9, (42 b). 

(178c): Wenn a = 0 oderb = 0, d.h. ce = oo oder wenn 2a — b = 0 oder 2b— a =0, 
d.h. e = 5, können a, b beliebig gewählt werden. In den übrigen Fällen muß entweder 
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b’ oder a’ = &, d.h. entweder 5 oder a = sein, d.h. eine Diffgl. muß die fixe sein. 
während die andere eine beliebige inv.e Diffgl. 2. O. sein darf. 


(178): Von zwei polaren inv.n Diffgl.n 2.0. einer %, ist die eine singulär, die 
andere darf irgendeine inv.e Difigl. 2. O. sein. 
(178g): Jedes Paar ınv.r Diflgl.n 2. O. einer %, ıst polar. 
Für das Enthaltensein einer gegebenen 9,; 9%; 9,, 9, in einer G, gibt es also folgende 
Möglichkeiten: 
= G(&, P) (x, P E= &, ß) (oo! 9) 
G&,ß) (die ausgezeichnete $6,) 
(II) Se) <GlE,e) (e+ 7,0) (o1G;,) 
(IT) Gi(e) R 9x, pP) (e*Fx,P) (0° 95) 
G,(E, e)  (ool ausgezeichnete %$,) 
_ I2(%, pP) (e#+x,ß) (o*%) 
G,(E, eE)  (ool ausgezeichnete %,) 
(V) Gy(E) = Gg(E, €) (oo! 6,) 
VI) 8, <G,(x,ß) (00°%,) 


(150) 


Ist umgekehrt eine G,(x, ?) gegeben, dann können Gruppen 65 auf folgende Weise in ihr 


vorkommen: 


u; (*) 95(x) (2 mal 004) (c*) GB) € 
&) (& = a, P)(o®) -_ (8) (E#x,ß) (&°) 
(1) 9,8) (ot) (f*) GB) (00) (8) 9 (9). 
Die verschiedenen Untergruppentypen G; der Tabelle (181) entsprechen den proj.n 
Typen (42). Die proj.e 9, kann nämlich nicht die ausgezeichnete 9, der 9, (42 a) sein, 
weil (42 a) in keiner anderen proj.n Gruppe enthalten ist als in sich und in der 9,(0, &) 
selber, während die ausgezeichnete 9, einer 9, zugleich deren kommutable inf. Trf.. 
also deren Gyax umfaßt. Die fixen Diffgl.n der Gruppen (42d,e) sind y’’—1 = 0 und 
y’+% =0,d.h. von y' =0(, y’ = oo verschieden. 


Die Analogie der Tabellen (42) und (181) läßt sich noch weiter verfolgen, wenn 
wir erwägen, daß es zu einer beliebigen $,(x, $) ebenfalls ©0® B.T.n geben muß, welche 
die Diffigl.n y’+ x = 0, y’’ + 8 = 0 miteinander vertauschen und welche wir folglich 
die bezüglich der 9z(x, P) dualistischen oder kürzer die (x, ß)-dualistischen B.T.n nennen 
wollen ®°). Dann ist offenbar jede Gruppe (181 ce; f) zu jeder Gruppe (181 c*; f*) (x, ß)- 
dualistisch; die übrigen Gruppen (181) sind zu sich selber (x, $)-dualistisch. 


$ 14. Die charakteristischen Relationen für die Basen («, 3, 6, z) der verschiedenen 
Untergruppentypen G3 einer 9; («, ?). 

Hiermit haben wir die notwendigen Vorbereitungen getroffen, um die verschiedenen 
Untergruppentypen (181) von G5 einer 9,(x, 8) durch Angabe der charakteristischen 
Relationen für die Basen (a, f, o, r) ihrer Defgl.n (85) beschreiben zu können. Zu dem 
Zweck haben wir lediglich die Tabelle (181) gemäß Theorem 2 mit der Tabelle (146) 
und den Formeln (152) und (168) zu kombinieren. Wir gehen die einzelnen Typen (181) 
der Reihe nach durch. 


20.0 48,8 





n 
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(181 a): Aus (146) und (70) folgt = y = 0; ferner darf (152) weder für e=x 
noch e = ß erfüllt sein, d.h. es ist AB =+0. Aus (78) folgt dann T = 0. Von den Rela- 
tionen (91), (92) bleiben wegen (93) nur (92 aı, a*ı) übrig. 

(181 b): Wieder wird = y = 0, ferner A=B=(, weil (152) durch e= x und 
e = ß befriedigt wird. Mithin muß nach (146) T =+#0 sein. Die Relationen (91), (92) 
bestehen dann von selbst. 

(181 c): Da (152) durch e = « erfüllt wird, muß zunächst, A = O0 sein. Nach (146) 
ist dann auch FT = 0. Da ferner N(x) = 0, so muß nach (168) A(}) = 0 werden, d.h. 
es ist wegen A= 0 auch y = 0. Somit ist nach (146) B(!) +0. Die Relationen (70) 
sind von selbst erfüllt; wegen (93) verbleiben von den Relationen (91), (92) nur noch 
(91 a*) und (92 a*ı). Wegen (146) ıst die Bedingung B = 0 mit ce = © gleichbedeutend. 
Wir können übrigens für die Typen (181 ce) die Parameter ce explizit angeben. Nach 
(176 e) wird nämlich bei den 9; (A2 ec): 

12) yo r Be up also nach (49): = — "2. 
Auf Grund der Trf.s-Formeln (88), (89) muß jedoch (1823) für beliebige, durch ein System 
(85) definierte 43(x) gelten. (1823) zeigt wieder, daß dann und nur dann c = ©, wenn 
B=( und weiterhin, daß ce = — 1, sobald y = 0. In letzterem Falle ist nach (49) 
a:b=-—-1. Die 97" sind die mit der G; der euklidischen Bewegungen ähnlichen B.T.s- 
Gruppen. Wenn ce #%, dann ist (9la*) eine Folge von (92a*) und (182;). 

(181 c*): Die sämtlichen Relationen für diesen Typ werden aus denen für den vor- 
hergehenden Typ durch Ausführung der Substitution (86) erhalten. 

(181 d): Da (152) weder von e=x noch e = ß befriedigt werden kann, muß 
AB =# OÖ sein, also nach (146) auch T +0. (78) liefert dann F(?3)=0, d.h. yz #0. 
Aus (70) folgt nunmehr B(3) = A(3) = 0. Infolgedessen werden die Relationen (92) 
von den Relationen (91) nach sich gezogen. Ferner sieht man, daß A(1)B(!) =- 0, wie 
es der Tabelle (146) entspricht. 

(181 e): (168) lehrt wegen N(x)N(£) # 0: A(})B(}) =# 0; (146) liefert A=B=TF =(0. 
Daher wird All) = 47°, B(}) =4 y?, d.h. zy #0. Es bleiben dann noch die Relationen 
(91) zu fordern. Aus N(e) = OÖ ergibt sich der folgende Ausdruck für die Größe & der 
einzählieen inv.n Diffel. „’+ e = 0: 














(183) En — * oder PER 2 Bash 
Due 2 Sal 
In der Grenze # = Py > © wird (183): 
(184) 5 zn y4 + X y a de X 
F y 


(181 f): (146) liefert All) = B(l) = F(l)=0; da (152) für e=x erfüllt sein 
muß, ist A= 0 und somit auch y = 0. Daraus folgt weiterhin T = 0, jedoch B +0, 
mithin auch y =# 0. Zu fordern bleiben jetzt nur noch die Relationen (91 a*). 

(181 f*): Die betreffenden Relationen unterscheiden sich von denen zu (1811) 
nur durch die Substitution (86). 

(181 g): (146) zeigt, daß A=B= T=- y= y=(. 

Wir stellen die gewonnenen Ergebnisse zusammen und berücksichtigen zugleich 
den Grenzfall $ = &: 

Theorem 3. Die verschiedenen, durch Systeme (85) [(125)] definierten Untergruppen- 
Iypen G3 einer Ga, B) [Is(x, ©0)] sind charakterisiert durch die nachstehenden Beziehungen 
swischen o, rT: 


Journal für Mathematik. Bd. 182, Heft 1. . 
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GH(E)(E + x, ß) :A(?2) = Bi) = Fl)=0, yy=#+0; dazu noch (91) [(62)]. 
Ge) En, ß):A=B=FT=(, yy +0; dazu noch (91) [(62)]. 
G9(a):y=A=T=B(ü)=0, B+0; dazu noch (91 a*) [(62 a*)]. 


*) G(P):y=B=-T=-A(l)=0, A=+0; dazu noch (9a) [(62a)]. 


u, yvaAl-dBa md, 


(185) 
(a) 9,68, BP), ß + a, P):z= y=T=0,AB=#+0; dazu noch (9 aı, a*ı) [(69 aı, a*ı)]. | 
(b) 9,3, ß) gay ht! En, | ' 
(ce) lo): x=A=FT=0,BÜl) +0; c=— N, dazu noch (91 a*), (92 a*ı) [ (62 a*), (69 a*,) | 
na Ah) RENTNER 
eı) Sl): yv-B- FT - A +0 Fe — FE dazu noch (91 a), (92 aı) [(62 a), (69 1)" 











Unter x, y, A,B, T sind jeweils die Größen (87) oder (127) zu verstehen. 

Noch eine Bemerkung wollen wir anfügen. Wenn es zu einer der Untergruppen 
(185) in der G,(x, B) oo! (i= 3,4,5) gleichberechtigte gibt, dann dürfen nach $5,2 
von den Op.n (99) bzw. (99) ($ = Substitution (86)) nur i unabhängig bleiben; mithin 
müssen vermöge der Relationen (185) für den betreffenden Untergruppentyp zwischen 
den 8 Op.n (99) bzw. S(99) gerade 8S— i Gleichungen bestehen. Daß dies in der Tat 
zutrifft, ist unschwer zu bestätigen. 


$ 15. Die von den Integralkurven €,, €, induzierten Imprimitivitätszerlegungen und die 
von ihnen gestatteten Untergruppen der %,(a, P). 


Die Geraden und Punkte der Ebene als Lösungen der Diffgl.n y’’ = 0,y" = & 
gehen vermöge der B.T.n (14), (21) über in die Integralkurven @,,&; der Diffgl.n (22). 
(Unter Kurve soll hier der allgemeinere Begriff einer Linienelement-M, verstanden 
sein.) Der vereinigten Lage von Gerade und Punkt entspricht die Berührungslage zweier 
Kurven 6,,6;. Jede 6, wird von oo! &; berührt, deren jede ihrerseits von oo! @, berührt 
wird. Diese oo! Scharen von oo! GE, machen zusammen wieder die Schar aller ©? &, aus. 
lolglich induziert jede Kurve €, eine Impr.Z. {x, 7}, ebenso natürlich jede E; eine Impr.Z. 
1, 03 (s. $ 10). Gemäß (161) wird die größte Untergruppe der (x, ß), welche eine 
0, bzw. @,, oder, w.d.ı., die zugehörige Impr.Z. {&, /} bzw. {ß, u} inv. läßt, definiert 


durch die Defgl.n 























(186) Una + 8Uu + U =0, Up + Bel; + BU =0 
der 8,(x, ß) und die erste bzw. zweite der folgenden Gleichungen 

(187) Ust Ua — AU + AU — AU=0 

(187*) Us + ul — WÜg + WU — ul =. 











Die Gruppen (186), (187) und (186), (187*), welche wir mit 9,(x, ß, A) und 9,(ß, x, 1) 
bezeichnen, entsprechen den mit der affinen 9, proj. gleichberechtigten und den zu 
diesen dualistischen Gruppen. Die Größen A, « sind daher dieselben wie die gleichbe- 
zeichneten Größen in der unter !) zitierten Abhandlung 2°); diese Größen befriedigen 
dıe Relationen ®): 


”) A.a.0. ?), Gleichungen (146), (149,). 
») X.2.0. 1), (94) und (150) (vgl. hierzu a.a. 0. ®)). 
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m m — 22 a Kol . X33 
188 72a — | Ad + 0/2? Pe 4% —- (} A Zug 99) 4 en 1 M az Ayyy 
58) Äo9 nn — 30 Als 4 AA, re W273 nr. (x V5)A” + (3 N Ka Zu ı oA)? 
+ 1 (@M— N, + %,)). 
Hp == — uF— Pau — Pa; 
u | = — um — BR — Bar + (EM Bar) u — Mr Ban, 
(185*) y— —— — _— Pe ı = ste > \ 
!'a2 a OU U llo ai 2a Pla — wen — (wp — V,)f“ ige (3 0) A* -_—— Hg Pa) ft 
— 1 (®M* + 2(A$ + ß3))- 











Die Größen a, A,M sınd ın (23) erklärt; 5, A*, M* gehen aus ihnen durch Vertauschung 
von x, ß hervor. Vermöge (24) sind die Systeme (188), (188*) unbeschränkt integrabel 
und bestimmen oo? Größen / bzw. u. 

Die größte Untergruppe der %,(x, P), welche die oo! Berührungs-6,; bzw. -G, 
einer C}(A) bzw. Cu) einzeln in Ruhe läßt — d.h. die gemäß (157) zu bestimmende 
Funktion /(x, y, y') der Impr.Z. {x, 7} bzw. {ß, a} nicht ändert —, wird nach $ 10 defi- 
niert durch (186) und die erste bzw. zweite der beiden Gleichungen 








(189) |u, = AU (189*) [U, = uU. 




















Diese G;(a, P, 4) bzw. 9,(ß, x, 1) entsprechen den mit p,g, xp + yq proj. gleichberech- 
tieten bzw. den hierzu dualıstischen Gruppen °°). 


Die Durchschnittsgruppe [%9,(x, P, 4), IP, %, a)], d.h. die größte Untergruppe 


des Kurvenpaares GA), Glu) in der 6,(x, $) — welehe durch (186), (187), (187*) 
definiert wird —, ist eine 9,(x, ß, 4, u) = 9,(P, &, u, 4) vom Typ (44) oder eine 


253 


1} / - > “ ry® . . r 0 - (0) . 
Y9,(&, P, A, u) = 9,(P, a, u, 4) vom Typ (43), je nachdem die Kurven G,(2), G;(«) sich 
berühren, wofür dıe Bedingung 





(190) Ing — A, — Blu? + Au+ 2) +Aai— Pu++t (A— A)=0 


[ - 








das analytische Äquivalent ist, oder nicht®). Die Derivierten dieser 9, bzw. 6, sind 
Gruppen 9, bzw. 4,(x, ß) (vgl. $3), deren — nur von x, ß, #, « abhängende — Defgl.n 
der Form nach übereinstimmen, wobei jedoch die zugehörigen Größen 7, « im ersten 
Falle die Relation (190) befriedigen, im zweiten nicht?!). Denken wir uns diese Derivierten 
durch Systeme (85) definiert, dann folgt aus (185b, g) und (168), daß N(x) = N(P) = 0, 
d.h. — was wir schon wissen — daß jede 9, und 4,(x, ß) je eine Impr.Z. {x, v(x)} und 
ıB, v(ß)} inv. läßt, welche demnach mit der Impr.Z. {x, 4} bzw. {P, „} übereinstimmt. 
Wegen „= y = ergibt sich aus (168) 


(191)  |ta) 2=o 





-,=-9, (a)a=.,—- = 9 





&x 








Die Relationen (188), (188*) müssen also eine Folge von (191) und „= y=A=B=-V0 
sein, während die Bedingung T = 0 vermöge dieser Relationen mit (190) gleichbedeutend 
sein muß. 


Wenn 5 = ®, dann reduziert sich (186) auf 


(192) Ust U, +00 =0, Un=0, 


2) A.a.0. ’), (127) und (149,). 
»0) A.a.0. !), Theorem 3. 
»1) A.a.0. !), Satz 19. 
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während (187) sowie (189) ihre Form behalten; mit (187*) und (189*) nehme man gemäl, 


. . . ’ ı ’ 
Satz 4 die Substitution $ ((s. 13)) vor (wobei u = — 1) und setze $ = 0: 
(193) — U. + WU — mU;+ BU, +wU=0, 
(193) U,= uU. 


Im System (188) bereitet der direkte Grenzübergang $ > ® keine Schwierigkeit: 
das System (188*) unterwerfe man der Substitution $ und setze 8’ = 0; dann reduzieren 
sich die Systeme (188), (188*) auf °*) 


ha = — MH — Ai— As, 
(194) jr ——— Abs a IX994 je ı \93 FE 1 X99, 5 
Eu 1.0777 
’ ls 
ia = MN 
! ‚ j 2 I f 4 
194 * Ma — un Tau — aut ggf gan 
11 >= —Iau u + Rt — ou? + (8X — 0%) u 
f ’ 

+ (2, — &2 — 3a) u — z(2dg2ı — Azı2) Hr 5Adgep- 


Mit der Relation (190) gehen wir am besten auf dem Weg 5 = ?,, zur Grenze p — & 


über und erhalten — mit Berücksichtigung von (188%) — °°) 


(195) m+ + an? — Ju — al + lag 0. 
Die Gleichungen (191) vereinfachen sich durch diesen Grenzübergang zu 
96 a 2. Br A * Z ie 
(196) a) =0,—,=—9, a) u=-r=—gq,. 


$ 16. Die mit der äquiformen G, der Ebene ähnlichen Gruppen von Berührungstrans- 
formationen und ihre Untergruppen 93. 

I. Jede Gruppe (42c) läßt an Punkten nur die unendlich fernen Punkte der .- 
und -Achse in Ruhe. Daher wird jede 9,(x) < 9,(x, ß) von gerade zwei Kurven 
&,(4,,) (U = 1,2) gestattet und somit auch von der Berührungs-@, (A) der beiden Kurven 
(#1) (2,,) (wo kein Mißverständnis zu fürchten, wollen wir kürzer (/) und (z) anstatt 
6 (7) und C,(u) schreiben). Die Berührungs-(2) zweier (1) (1,,) ist nach (190) 
segeben durch 

(197) ) = ae — (4, + 4) — oP. 

") 2) 
Die dazu (x, P)-dualistische Beziehung ergibt sich durch Vertauschung von x mit /, 
) mit u: 


(197 *) ft ——— en — a (A) F 2)) z 0x; 


(197*) bestimmt die Berührungs-(4) zweier (/1,), (/2)). 


Denken wir uns die 93(x) < 9,(x, $) durch ein System (85) definiert, dann drücken 
sich die Größen 4, #,, und die zugehörige Größe A in (197) folgendermaßen durch a, ß,o, r 
aus (wegen (168) und (185c)): 


(a) m, = — Ho, + or) + (N YBG) (i=1,2) 


(b) / = O4 Ag. 





(198) 











2) A.a.0. ?), (82) und (171). 
3) A.a.0. 1), (173). 








dı 


W 








— 
... 
-- 
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ia Größen z,,, {4,,, Ahängen nach (975) nur von o, nicht von rab. Die zu (198) (x, p)- 
)1e t 1)? Mo); 5 ’ 7 


‚lualistischen Formeln bezüglich einer 4;(#) der 9,(x, ) lauten 





age) 9) = — Hrn tan) HN VAH) (= 12) 











Der Grenzübergang 8 > © liefert an Stelle von (197), (197*) die Gleichungen 


’ ! n n 

HM BR IL “ zu 5 / 
PO 2; NEE... ee ‚ 1)2 2)2 

19) A=-;; + (44, H It,,) — Ay 19) u =— - 
a) ax 2 hy _ hy) 


(welche einfacher direkt aus (195) abgelesen werden können); die Relationen (198), (195*) 
werden in der Grenze 


(200) (a) = —lo, + (1 YBuH) Ü=12) (b)A=o,—a, 
(200*) (a) y=— Hr + 0%,) + (1) YAQ) (i=1,2, (b) u’ = r.. 


- 


2, Die Transformationen der oo! 63(42c) zusammen bilden die von den inf. Trf.n 


(201) pP, 2p—- yg; xp + yq 
erzeugte viergliedrige Gruppe, welche mit der äquiformen proj. gleichberechtigt ıst; 
(201) ist die größte von inf. Trf.n erzeugte proj.e Gruppe der unendlich fernen Punkte der 
x- und y-Achse. Die B.T.s-Gruppen vom Typ (201) wollen wir mit 6, bezeichnen, genauer 
mit 9,(&, ß) (+ 94(ß, x)), um anzudeuten, daß jede 4, genau zwei, und zwar zueinander 
polare Diffgl.n 2. O. inv. läßt. Innerhalb einer 6,(x, $) wird eine bestimmte unter den &! 


Untergruppen 9,(x, $) ausgesondert durch Angabe ihrer beiden inv.n (w,) (U = 1,2). 


Entsprechend sind die zu den %,(a, P) (x, P)-dualistischen %,(f, a) durch ıhre ıinv.n 


(7,) (£= 1,2) bestimmt. Wir schreiben daher auch genauer 6,(x, ß, 4,,, #,,) und 


4,(P, %, Ay, Asy). 

Jede 4,(x, 8) enthält oo! 6%(a), und zwar immer zwei 95(x) (e =# — 1), dagegen 
eine 9 (x). Umgekehrt steckt jede G3(x) < 6g(x, ß) in einer einzigen 9,(x, P), welche 
durch die Formeln (198a) geliefert wird. Die beiden 9,(x) (e = —- 1) einer G,(x, B) 
werden durch jede der $,(x, ß) angehörende Trf., welche die inv.n (1,,) ((=1,2) der 
%,(x, $) vertauscht, ineinander übergeführt (s. $ 9). 

Die oo! G;(x) einer 9x, ß, My; /,,) Müssen nun bestimmt werden können durch 
Diffgl.n für die Größen o, r. Lösen wir (198) nach o,, 6, auf: 

(202) u + a 9 (m, T Ma Tr or), 
dann muß (202) vermöge (197), (188*) bezüglich der Größe o integrabel sein, wozu 
gehört, daß die Identitäten (12) durch / = o befriedigt werden. Sonst würden sich näm- 
lich durch Einsetzen von f = o in (12) gewisse Relationen für Ay, #,, einstellen, welche 
nicht schon aus (188*) folgen — während andererseits die Größen ll — 1,2) keinen 
anderen Bedingungen außer (188*) unterliegen. 

Daraus ist zu ersehen, daß die Größe o den Parameter e gar nicht enthält (das läßt 
sich übrigens auch direkt auf Grund von (176c1) und (851) erkennen). Mithin müssen 
die Gleichungen (85a, bı) für sämtliche (a) < 9,0%; ß, H, /4,) und somit auch für 
diese 9, selber gelten. Mittels (85a, bı) lassen sich alle Op.n von M durch die vier Op.n 
M,M,, M;, M,;, ausdrücken, zwischen welchen daher keine Beziehungen mehr statt- 
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finden dürfen. Das will aber besagen, daß die (x, P, Kt), #,,) durch (S5a, bı) definier: 
wird. Wir können eine 9,(x, ß) demnach auch durch Angabe der zugehörigen Größe o 
festlegen, was wir durch die Schreibweise 4,(x, ß, co) zum Ausdruck bringen wollen. 
Da es ©! 4,(x, ß, 0) in der Gg(a, ) gibt, muß die Größe o so vielen Diffgl.n Grenüge 
leisten, daß außer o, selber noch vier Op.n von o willkürlich bleiben. Nach (97) und (185«) 
haben wir für o zunächst die Relationen A = FT = 0. Ferner sind — wie für alle G3 - 


die Beziehungen (100) und (105) erfüllt, welche letzteren wegen „= A = (0 (s. (185«)) 
(205) 2, = 25, == 0 














lauten, also von r frei sind. Vermöge A= T= 0, (100), (205) können nun tatsächlich 
sämtliche Op.n von o durch o,, 05, 045, 0; ausgedrückt werden. Darin liegt, wenn wir 
nachträglich den Grenzfall 5 = oo mit berücksichtigen, das 

Theorem 4. Die allgemeinste B.T. G,(x, B) [P.T. (x, ©)] ist charakterisiert durch 
ein System (85a, bı) [(125a, bı)], wobei o den Beziehungen (100) [(131)], (203) sowie 

(204) A=T=0, B(}) +0 
genügt. Die (x, B)-dualistischen GP, x) [(&, o)-dualistischen Go, x)] werden durch 
Systeme (85a, be) [(125a, b2)] mit den Diffgl.n (104) [(151*)] und 

(205) B=r=6 Th = RB Al) +0 
für x definiert. Unter A,B, T, A(!), B(!), &), 2), Tı, T., sind hier die Größen (97) 
(277), (103°), (105”), [(129), (129), (130)] zu verstehen. 

Die Defgl.n einer G,(x, ß) können noch in einer anderen Form dargestellt werden: 


Ina G 2 
ee Gala, Py Aus ı 


1.) ist ja der Durchschnitt [%6,(x, P, I); Gola B, 1,)] u ce 
folglich definiert sein durch die Gleichungen (186) zusammen mit zwei Gleichungen 
(157*) für a = zw, (fi = 1,2). Subtrahieren wir die beiden letzteren Gleichungen von- 


L 
einander, so komnit 


(206) U, u I, U, — ; 0,4 It, U;i= log (1, . I); 





/ 2 





ın z bleibt noch eine additive Konstante willkürlich. Die entsprechende Gleichung für 


eine 9,(P, a, Ay A ‚) lautet 





(206%) Un hU.— AU, 


> 
- 


en ER IE ) —— log (Ay — 22). 











Durch (186), (206) muß andererseits die G,(&, ß, Hy, Fo) vollständig definiert sein, 
da vermöge dieser Gleichungen sämtliche Op.n von U durch die Op.n U, U,,U,, Us; 
ausgedrückt werden können. Demnach müssen wir imstande sein, Ay, A, aus ze zu be- 
stimmen. Das gelingt in der Tat, wenn wir auf (2062) zweimal die Op. ©, ausüben und 
(188*,) berücksichtigen: 

(207) u, = — Mi, + B) + - YVia, E— UP, + Ba +3) Gü=1h2); 


die hierzu (x, B)-dualistischen Gleichungen lauten dann 


vg 


(207%) ya = — it) + 1 Hi — IE — 20; + 0 +4) i=1,2). 
Durch Identifizierung des Systems (186), (206) mit (85a, bı) bekommen wir zwi- 
schen z und o — entsprechend zwischen / und r — die Beziehungen 
(208) = 0 -+ logo (208%) i=r+log(— o). 
Vermöge (97°) identifiziert man sofort die Formeln (207), (207*) mit (198a), (198*a). 








V 
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In den Formeln (206)—(208) gehen wir zur Grenze 5 = über. Bezüglich (206) 
und (207) kommen wir am schnellsten zum Ziel, wenn wir im Anschluß an die Substitu- 


tion 5, wobei 


(209) en T lo&e (-- /), 
"0 streben lassen: 
(210) U,= MU, KU, - "AU; A = log (u 1), 
(211) 1, = — lu, - 1) 136 “ -4u,?) ({ 1, 2) 
(206*) und (207*) behalten ihre Form. Die Gleichungen (208), (208*) vereinfachen sich zu 
(212) = 0 (212*) = Tr; 


Dabei haben wir mit (208) die Substitution $ vorgenommen und unter Beachtung von 
(1221) P’= 0 gesetzt, während wir bezüglich (208*) den Grenzübergang f = P,, > x 
semäß (126) vollzogen haben; ferner ist jedesmal auf der rechten Seite von (212), (212*) 
die Konstante log (— 1) weggelassen worden. 

3. In Ziffer 2 dieses $ haben wir bemerkt, daß in einer G,(x, P, o) 0! Untergruppen 
G;(x) stecken, von denen jede eine Basis (x, P, o, r) besitzt. Mithin müssen durch die 
Diffel.n z = 0 und (91a*) (s. (185c)), welche gestatten, sämtliche Op.n von r durch 7; 
auszudrücken, diese oo! G3(x) bestimmt sein. Denn r muß außer seiner additiven noch 
eine weitere Konstante enthalten, deren Werte den Untergruppen 9;(x) zugeordnet sınd. 
Folglich müssen die Diffgl.n y = 0, (91a*) vermöge (100), (203), (204) integrabel sein. 
Ein Integral der beiden Difigl.n (91a*) wird durch die Gleichung (185ec5) dargestellt, 
was sofort zutage tritt, wenn wir sie in der Form 

(213) Bl) + : = - v2 — 0 oder v2 I - = j B| .) 


schreiben. Vermöge (100), (203), (204) müssen sich dann die Diflgl.n y = 0, (215) für 7 
integrieren lassen, so daß r bis auf die additive Konstante bekannt ist. Es ist durch (215) 


offensichtlich gemacht, daß zu jedem Wert e = —41 zwei Größen r,, d.h. zweı 
G(a) < G,(a, P, oc) gehören, zu ce = — 1 jedoch nur eine. 


Es erübrigt sieh, auf die entsprechenden Formeln bezüglich der ! 


GB) = GB, 5, 7) 
oder auf den Grenzfall # = oo näher einzugehen. 
$ 17. Die invarianten Imprimitivitätszerlegungen {«, 2},{2, } der übrigen Untergruppen 
G? der G,(e, 3). 


l. Bezüglich einer ,(x) < 6,(x, ß) liefert (168) für e= x, ß nach (185f) 





(214) (x) = 0% — %, r(P) = — Yo; + on). 











Nun steckt (421) in der 9, (44), also steckt eine G,(x) < Gg(x, ß) in einer 9,(x, P, 4, u), 
und es muß daher gelten 
(215) A=vl(a), u = v(ß), 


wodurch diese 9, eindeutig bestimmt wird. 
Die (x, $)-dualistischen Formeln lauten: 


(216) | »(3) = 3 — ße, rla) = — I + on) 
(217) = v(ß), A= vo). 


Der Grenzübergang f — P,, > cp läßt sich in (214)—(217) leicht vollziehen. 
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2, Bei einer Gi(£) - Gs(x, ß) (€ + x, P) ist nach (168) und (185d) 














6 
a 4 Mi} B 2 4 u | ” 
(215) (x) = — zer, -or)+ Go #+ vy(P) = — (9, +or)+ » (.7= 1,2). di 
; d 
Da die G$(42d) nur die unendlich ferne Gerade und den unendlich fernen Punkt der mn 
y-Achse in Ruhe läßt, so wird jede G:(£) <Ggla, BP) (E + x,P) nur von zwei, und zwar 
sich berührenden Kurven (4), («) gestattet. Diese Gi(&) stecken also in je einer 9,(x, ß, 2, ıı). 
Um festzustellen, für welche Indizes ı,j vı(x) = 4, r;(P) = u wird, haben wir die | 
Ausdrücke (218) in (188) und (188*) einzusetzen und zu prüfen, für welche Werte von ı, 
vermöge (185d) Identitäten herauskommen. Es genügt, die Rechnung für das System (55) 
und die Relationen (194), (194*) auszuführen, nachdem wir in (218) den Grenzübergang | 
v0, ß = oo vorgenommen haben. Dabei stellt sich heraus, daß = 7 = 2 zu wählen e 
ist, daß also die einander berührenden inv.n (2), («) unserer G:(&) durch V 
u un d 
(219) = — Ur + an) +42, u=— os + on) +1y 
eereben sind. q 
3. Für eine 6% (&) < G,(x, ß) (€ # x, ß) wird nach (168) und (185e) 
en l EEE mai.. Ei a 
(220) la) = — 9) (Tu. + wa) — 9 A „,(P) = 5 (05 + wa) — 9 Fr 
1,7=1,2). 
( 


Die Gruppe (42e) läßt die uneigentliche Gerade und die y-Achse sowie die uneigent- 
lichen Punkte der x- und y-Achse in Ruhe; diese vier Stücke bilden drei Linienelemente, 
von denen eines eine ausgezeichnete Rolle spielt. Die Gruppe (42e) ist daher der Durchh- 
schnitt dreier proj.er 9,, unter denen (44) die ausgezeichnete ist. Folglich ist jede 
G3 (8) = 9,(x, P) (€ # x, P) der Durchschnitt dreier 9_(x, ß, Ann 4.) ,5j=1,1;51,2;2,.1). 
Durch (220) sind also die vier inv.n (A) (4,,) (k = 1,2) der 9, (£) bestimmt; es bleib! 
noch festzustellen, für welche Indizeskombination i, j in (220) das ausgezeichnete Berüh- 
rungspaar (A,,), (,,) resultiert. Wir haben dazu nur nötig, »,(x), v,(ß) an Stelle von 
/, a in die Berührungsbedingung (190) einzusetzen und zu untersuchen, für welchen 
\Wert von ı bzw. ] sie von den Paaren »;,(x), v1,(?) und »,(&), v23,(f) bzw. v1,(&), v;,(/) 
und »s(x), »,,(?) zugleich befriedigt wird. Es genügt, die Rechnung für die Bedingung 
(195) durchzuführen, nachdem in (220) der Grenzübergang x = 0, f = ® vollzogen ist. 
Dabei findet man ı = J = 1. Also werden die drei 





9.(8,P, In Ht,) 5 9, (€) @+#3,ß; i,j=1,1; 1,2; 2,1) 


eeliefert durch 





An +or+(-1 7) 


y=—1i 
= — Mo, + wa + (— ty 9 (i,j=1,1;1,2; 2,1) 


(221) 














Die 9, (#) ist natürlich auch der Durchschnitt der beiden 


g (6, P, ty» Ht,,); 9 ,(B, % Ay 7.,,): 
Das bestätigen unsere Formeln. Denn die Größen j, A dieser 9, besitzen nach (221) 
die Werte log y,log x, woraus wegen (951,2) in der Tat die Werte (208), (208*) für 
#, ) resultieren (von additiven Konstanten abgesehen), so daß unsere beiden 6, durch 
(S5a, bı) und (85a, be) definiert werden. 











I] 
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Allgemein bilden zwei 9,(x, ß, Hy Hy) G,(ß, &, }jy, 7,,) einen Durchschnitt 
G, (€) (+ x,P), sobald die Funktionenpaare hyı Hi, (1,j=1,1;1,2;2,1) der Be- 
dingung (190) genügen. Sind die beiden G, in der Form 9,(x, ß, 0), 91(ß, a, r) gegeben, 
dann bilden sıe einen derartigen Durchschnitt, sobald o, r durch die Relationen (91) 
verknüpft sind und yy # O0 ist (Theorem 4 und (185e)). 

4. Bei einer 9,(&, ß) <9s(x, ß) (&,ß # x, ß) endlich wird nach (168), (185a): 

222) (a) rw) =n—m—VA (ar) vi) = n— PB. 
Die Bedeutung dieser Impr.Z.n läßt sich folgendermaßen erkennen. Jede 

G3(%, P) <9,(&, P) (a, p F N, P) 

läßt eine Kurve St,; in Ruhe, welche Lösung einer nur von x, ß abhängigen Diffgl. 5. O. — 
entsprechend der Difigl. der Kegelschnitte in der proj.n Geometrie — ist). Die S,, 
wird in jedem Punkte von je einer (4), («) berührt. Sie induziert daher eine Zerlegung 
der Schar der oo? (7) bzw. (u) in oo! Scharen, von denen jede die »o! (4) bzw. («) in sich 
begreift, welche dieselbe Berührungs-&,; bzw. -6, der $t,; berühren. Der inv.e K.S. 
2? —2y=0 der G, (42a) z. B. induziert diese Zerlegungen der ©? Geraden bzw. Punkte: 

(222') (a) /=y+Yır= (a P=r+Yu=y 
(s. (280)). Die Irrationalitäten in (222’) treten natürlich nur scheinbar auf. Durch 

(222”) (a) O)=(e—y'+YD):u (ar) »(o) = (yVr+Ya):e, 
den aus (222) für die 9, (42a) hervorgehenden Gleichungen, werden nach $ 10 ebenfalls 
die Zerlegungen (222’) bestimmt. Also wird allgemein durch (222a) bzw. (222a*) eine, 
nämlich die von der St,z induzierte Zerlegung der ©? (27) bzw. („) dargestellt. 


Dritter Abschnitt. 


Die Bogenelemente {dx + vdy', welche eine G, von Berührungstransformationen ge- 
statten. 


s 18. Einiges aus der allgemeinen Theorie der Bogenelemente {dx + vdy'. 


l. Unter einem Bogenelement (Bo.El.) erster Ordnung versteht man in der Theorie 
der B.T.s-Gruppen der Ebene einen Pfaflschen Ausdruck der Form 


(223) s=ia,y,y)de+vla,y,y)dy, 


zu dem noch die Pfaffsche Gleichung dy — y'd. = 0 hinzugedacht wird. Nehmen wir an, 
daß das Bo.El. (223) vermöge der allgemeinsten B.T. (14) aus dem Bo.El. 


(224) s= 9, y)dy + vr, y,y’) dy’ 
entstanden sei, dann haben wir die Trf.s-Formeln 
(225) C=Xe+Pv=XLH+ Po. 


IVir können natürlich den Satz A auch auf solche Relationensysteme der Form (120) anwen- 
den, in welchen die Bestimmungsstücke £, v eines oder mehrerer Bo.El.e (223) und möglicher- 
weise auch die Difjerentiale dx, dy' auftreten; nach (225) und 

(226) dr= Xda -- X,dy’, dy’ = P,dx + Pdy’ (dy— y'dz = 0) 
ist dabei 

(227) C=»u,v={%; (de) =dy',(dy'‘) = da. 





3) W. Neumer, Die allgemeinsten Diffgl.n 4. und 5. O., welche durch B.T. in die Difigl.n der Parabeln und 
der Kegelschnitte übergeführt werden können, dieses Journal 179 (1938), S. 193-203. 
Journal für Mathematik. Bd. 182. Heft l. 3 
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2, Friedrich Engel hat wesentliche Momente aus der Theorie der Bo.El.e (x, y, y')d. 


auf die allgemeinen Bo.El.e (223) übertragen®°). Zunächst kann man das Integral 


2ı) 2.) 
(225) L == [ıcdx + vdy’) — Ss 
z,) 


20) 
längs einer Kurve — allgemeiner gesagt: einer Element-M, — x(z), y(z) erstrecken un( 
es als die Länge des betreffenden Kurvenstückes bezüglich des Bo.El.s (223) bezeichnen. 
Folgerichtig nennen wir dann die oo? Integralkurven der Difigl. 2. O. 


die AMlinimalkurven des Bo.El.s (223). Auch dem Begriff der Extremalen eines Bo.El.s 
(223) läßt sich folgendermaßen ein Sinn geben, welcher den Fall eines Bo.El.s öd« in sich 
begreift. 

Wir betten die Kurve x(z), y(z) in eine Schar unendlich benachbarter Kurven 
x@ -- dx, y + öy,y’ + öy’ ein, wobei wir der Variation ö die zwei Bedingungen vor- 
schreiben, daß sie erstens eine inf. B.T. der Ebene x, y seı: 

(230) dx —= U,öt, öy = (y’U,— U) öt, öy’ = — Uöt, 
und daß zweitens für z—= z, (i = 0,1) das Element x + öx, y + öy, y’ + öy' derselben 

dy dx 


Minimalen des Bo.El.s (223) angehöre wie das Element x, y, y’ = "4F3 Die zweite 
Bedingung lautet in Formeln 
(231) Cöx + vöy’ = 0, dy— yödı=O für z= 7 (= 0,1) 


und läßt sich dahin aussprechen, daß die Einbettungskurven in ihren Endpunkten 
2 = Zu), 2), die beiden Minimalen berühren sollen, welche die Kurve x(z), y(z) in deren 
Endpunkten 3 = z,,, 21, berühren. 

Unter diesen Bedingungen bekommen wir für die Variation des Integrals (228) 
den Ausdruck 


2ı) zZ.) 
öL = [öde + övdy’) + [(£döx + vdöy) 


2,) %;) 


2ı) 
— (£öx + vöy').. r [töLdz — öxrdE£ + Öövdy’ — öy'dv), 
2.) 
worin das Glied außerhalb des Integralzeichens wegen (231) verschwindet, so daß mit 
Rücksicht auf (230) und dy(z) — y’(z) dx(z) = 0 die Variation öL folgendermaßen 
umgestaltet werden kann: 


2ı) x 
öL = dt [(— Ultzdx + vzdy’) + (0, — &,) dU) 
20) 
2ı) 
= dl Ulo, — &)),. — dt S Uldsdz + vady’ + d(v, — ,)); 
zu) 


da ferner nach (230) Uöt = y’öz — öy, so ergibt sich schließlich wegen (231) 


(232) ÖL = — öt S Ul(&ıa — 251 + vr) dr + (21a — vo) — La) dy’). 


2u) 


35) In den beiden, im Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung 19 (1910) erschienenen Abhand- 
lungen: 


1. F. Engel, Über Kurvenscharen, die zu einem gegebenen Differentialausdrucke kovariant sind, 
Ss. 112—120. 
2. Derselbe, Eine Verallgemeinerung der infinitesimalen Paralleltransformation, S. 306-317. 
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Also gilt?®): 
Satz6. Die Extremalen des Bo.El.s (223), also die Kurven, längs derer das Integral 
(228) ein Extremum wird, sind die Lösungen der Diffgl. 2.0. 


(233) (2019 u aaa Co) dy' + (Ss — 2sı -+ Y) de = vdy' + Cdx —=(, 


Die Extremalen werden nur dann unbestimmt, wenn das Bo.El. (223) ein voll- 
ständiges Differential ist. Wenn die Diffgl. der Extremalen mit der Difjgl. der Minimalen 
gleichwertig ıst oder wenn die Extremalen unbestimmt sind, wenn also 


(234) l2vg — Ya — 22) + vollig — de — vu) = WW — vl = 0 


wird, dann nennen wir das Bo.El. (223) ausgeartet. Diese Definition deckt sich bei quadrati- 





























schen Bo.El.n YE(z, y) + 2F(z, y) y’ +G(x,y)y®dx mit der gewohnten, daß 
EG — F? = 0 sein solle. Jedes ausgeartete Bo.El. (223) — für welches also die Bedingung 
(234) erfüllt ist — kann durch B.T. die Form (g(x, y) + h(x, y) y') dx erhalten. Denn 
ein Bo.El. (223) kann immer in die Form Zdx gebracht werden, für welche die Bedingung 
(234) {gg = 0 wird, d.h. die angegebene Form liefert. Wenn das ausgeartete Bo.El. 
(2 hy')dx kein vollständiges Differential ist, kann es durch P.T. auch noch in das 
Bo.El. (xy’— y)dx verwandelt werden. 

3. Im Hinblick auf spätere Anwendung schalten wir noch folgende Erörterung ein. 
Unter dem Begriff Berührungsbogen zweier Kurven wollen wir ein Kurvenstück verstehen, 
dessen Endelemente je einer der beiden Kurven angehören. Ferner wollen wir die Minimalen 


“ 


des Bo.El.s (223) mit €; bezeichnen (als die Lösungen der Diffgl. (229) oder y’+ * = 0. 
Bi 
UV 


Das Bo.El. (223) selber haben wir auf Grund der Definition des Integrals (228) als die 
Länge des unendlich kleinen Kurvenstückes anzusehen, welches aus den beiden vereinigt 
liegenden Elementen 


(235) E,(&, y, y'), Es(a + da, y+ y’dr, y’ + dy') 
besteht. Wir denken uns nun die Minimalen &;, €’ durch die beiden Elemente (235) 
UV v 


gelegt (innerhalb eines genügend beschränkten Bereiches der Variablen x, y, y’ läuft 
durch ein Element «x, y, y’ nur eine Kurve @;) und fragen nach sämtlichen unendlich 


v 
kleinen Berührungsbögen dieser beiden Minimalen, welche aus zwei vereinigt liegenden 
Elementen 

(236) Ex + rda, y-+ s’y’da, y' + t’dy’), E' (ec + r da, y+s’'yda,y' + tdy‘) 
bestehen (so daß also das Element Z der Kurve angehört (i = 1, 2)). Die Elemente 


E; und E"” liegen natürlich ebenfalls vereinigt. Wir finden für die Elemente (236) die 
lolgenden, stets erfüllbaren Bedingungen 

(237) (a) s=r',s’=r” (b) {r’da+vt’dy =0, Ur —1)de-+ vlt" — 1) dy’=0. 
(237 b) besagt, daß 

(238) Ur” — r’)dx + vi” — tU)dy' = ld + vdy'. 
Die Relation (238) aber läßt sich in den Satz fassen: 


Satz 7. Die Länge eines jeden unendlich kleinen Berührungsbogens (236) der Minı- 
malen &;,&’ durch die Elemente (235) ist gleich der Länge des unendlich kleinen 


® 


Bogens (235). 
Val. a.a,0, ®), 1. Abhandlung (22). 





3” 
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Ist &d.r -- vdy’ = 0 eine von {dx + vdy’ = 0 verschiedene Diffgl. 2. O., dann kann 
außer den Forderungen (237) auch noch die Forderung 


(239) Ar” — r’)dx + vlt” — t’)dy’ = 0 
befriedigt werden, da die Gleichungen (237 b), (239) offenbar stets nach drei von den 


my 
7 


Größen r’,r”’,t’,t'' auflösbar sind. Hiernach gilt: 


Satz 8. Es gibt in jedem Fall eine Minimale C; des Bo.El.s Ldx -- vdy' 


(v— vi +0), welche einen unendlich kleinen Berührungsbogen (236), (237) enthält: 


[4 


dieser berührt die beiden Minimalen &}, &}’, welche durch die Elemente (235) bestimmt sind. 


$ 19. Die invarianten Bogenelemente Sdx + vdy’ der Gruppen G%. 
l. Wir beweisen jetzt 


.. 2 . ’ . ” | 
Satz 9. Eine G; mit der Basis (x, ß,o,t) bzw. (x,00,0o,r) läßt oo" oder, von 
konstanten Faktoren abgesehen, oo! Bo.El.e (223) inv., welche durch die Formeln 


2 























(a) s=as,+b5 
(240) (b) s, = e(Bdx + dy'), 5 = e(ad.c + dy') 
bzw. 
(c) & — ed, Ss = e(adx + dy') 


dargestellt werden. 

Die Invarianzbedingung des Bo.El.s (223) gegenüber der inf. B.T. M lautet (man 
beachte, daß dy — y’dı = 0): 
(My, — vMı — NM, + Mg: — SM)dx 

+ (Mg — vM a + vyM, — v,M, — v;M)dy' =. 

Soll nun (241) eine Folge von (55) sein, dann muß 7 = const. e”, v = const. e” werden, 
d.h. es bleiben die ©o® Bo.El.e 

(242) (a) s=as, + bst (b) 5, = edı, d = erdy' 


(241) 


gegenüber der G5 (55) inv. Wir denken uns die Bo.El.e (242b) in der dem System (81) 
entsprechenden Form 


(243) so edr, & = ddy' 
geschrieben und unterwerfen sie der B.T. (14). Auf Grund von (225), (85’) finden wir 
(244) s, = edr = er(Pdx + dy’), st = edy’ = er(adx + dy’) 


und somit in der Tat die Form (240 a,b) für das allgemeine inv.e Bo.El. der G5 (85). 
Üben wir eine spezielle B.T. (14), (133) aus (d. h. die allgemeinste P.T.), dann bekommen 
wir mit Rücksicht auf (134) und (225) die Formeln (240 a,c) für das allgemeine inv.e 


Bo.El. der G5 (125). Indessen können wir (240 c) auch aus (240 b) durch den Grenz- 
übergang P = f,, > © erhalten. 

Die beiden Bo.El.e (240 b) bzw. (240 c) sollen die Haupt-Bo.El.e der Basis (x, ß, o, r) 
bzw. (&, 00, o, r) heißen. 

Die oo! Minimalendiffgl.n der Bo.El.e (240 a, b) fallen offenbar mit den oo! dureh 
(151) bestimmten inv.n Diffgl.n y’’+ e= 0 zusammen. Daraus folgt, daß die Haupt- 
30.El.e (240b) — bis auf etwaige konstante Faktoren — (x, ß)-dualistisch sind in be- 


zug auf automorphe (a, ß)-dualistische Trf.n einer G3 (85). Diejenigen Bo.El.e (240), 
deren Minimalendiffgl.n singulär sind ($ 9), nennen wir ebenfalls singulär. 











En u 6 EEE 
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Es bedarf keiner Erläuterungen, daß folgender Satz gilt: 
Satz 10. Der Quotient zweier Bo.El.e (240 a,b) bzw. (240 a, ce): 


1 m +, 5. $ Y'+ß S | 
En PB bzw. 9 = e'" 
Pi *' 6% to * vv ta 
52 d,, ” 2) 5, So Y j Su Y | 


ist eine Diffine.e 2.0. der G5 (85) bzw. (125). 
2. Die Extremalendiffgl. (233) wird für das Bo.El. (242) der G5 (55): 
(246) (bFee — aBer)dy’ + (bAe — afer)dx = 0 

oder, wenn wir (246) durch e’*" dividieren und (73) beachten: 





(247) (DA, — aF,)s, + (bF,— aB,,)st = 0. 











(247) stellt aber wegen (244) und (95’) ganz allgemein die Extremalendiftgl. des Bo.El.s 
(240 a) dar, wenn unter s,, s* die Bo.El.e (240 b) bzw. (240 c) verstanden werden. Die 
Difigl. (247) kann sich von der für £ = aße + bae, v = ae’ + be” gebildeten Diflgl. 
(233) nur um einen nicht verschwindenden Faktor unterscheiden. 

Nach Definition ist das Bo. El. (240) dann und nur dann ausgeartet, wenn die 


\Minimalendiffel. 

(248) aso + bst = 0 
mit der Extremalendiffgl. (247) zusammenfällt oder letztere sich auf 0 = 0 reduziert, 
d.h. wenn 

(249) Boya® — 2Toyab + Aoyb? = 0. 


Wegen (95) sind die aus (249) bestimmten Werte a : b dieselben wie die aus (152), (151) 
bestimmten, d.h. 

Satz 11. Die ausgearteten inv.n Bo.El.e 1.0, einer 65 fallen mit den singulären 
zusammen. 


Die Diffgl. (247) ist die Minimalendiffgl. des Bo.El.s 
(250) (a) 2 u. ars, + »’o2 (b) a* — T,a Kr Ab, b* — B,,a ee Pb. 



































Die Extremalendiffgl. dieses Bo.El.s wird, wenn a*, b* an Stelle von a, b in (247) ein- 
gesetzt werden: 


(251) (AyBoy — F3)(aso + bst) = 0. 


/wei Bo.El.e (240 a) und (250a), welche zueinander in der Beziehung (250 b) stehen, 
bei welchen also die Extremalen des ersten die Minimalen des zweiten sind, wollen wir 
kovariant (in bezug auf ihre G,) nennen. Bei den Gruppen Mi wo A,, B,, — rt = O, 
sind, wie Gleichung (251) zeigt, von zwei kovarianten Bo.El.n auch umgekehrt die Extre- 
malen des zweiten die Minimalen des ersten, d.h. die beiden Bo.El.e sind wechselseitig 
kovariant. Bei allen anderen Typen von G5 hingegen muß wegen As, By, — Ti), = 0 nach 
(251) von zwei kovarianten Bo.El.n das zweite ausgeartet und zwar ein vollständiges 
Differential sein; die Bo.El.e sind dann also nur einseitig kovariant. 


Überhaupt sind die ausgearteten Bo.El.e aller G5, ausgenommen die G,, stets voll- 
ständige Differentiale. Das lehren die Identitäten 


— Ba + Toyb = YBuy—VBoya + VAoyb) — (V Any V Boy — Foy)b; 


(252)  Ayb-— Toya = YA’ Ayb — YBoya) + (V An Bo) — Foy)a, 
(V Boya — Y And)? = Buya? — 2Tiyab + Aoyb? — U As, / Boy — To,)ab. 
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Setzen wir in (240 a) und (250) a=1,b=0 bzw. a=0,b=1, dann erhalten 

wir die Haupt-Bo.El.e s,, st und die Bo.El.e 

(253) — Foyso — Byys5, Ayso + To 

als die zu ihnen kovarianten. Definiert das System (85) eine G,(&, PB) (,ß = x, ß), 
dann sind wegen To, = 0 die Bo.El.e (253) bis auf die nicht verschwindenden konstanten 
l"aktoren — Bo), Av, wieder die — nicht ausgearteten! — Haupt-Bo.El.e.in umgekehrter 
Reihenfolge. Von konstanten Faktoren abgesehen sind daher bei einer 9, die nicht 
ausgearteten Bo-El.e paarweise wechselseitig kovariant und zwar als die Haupt-Bo.El.e 
der oo! nicht ausgezeichneten Basen. Die ausgearteten Bo.El.e einer G,, d.h. die Haupt- 
Bo.El.e der ausgezeichneten Basis (&, , 6, 7) sind zu sich selbst kovariant. 

Bei den GS(e = oo) und 9, ist von zwei kovarianten Bo.El.n das zweite immer 
das ausgeartete; nach (180 II, III, V) sind daher die kovarianten Bo.El.e der Gruppen 
Gy(e + 0,5) und 6, bzw. G: die Haupt-Bo.El.e der oo! Basen bzw. der oo! ausge- 
zeichneten Basen. 

Kovariante Bo.El.e einer Gz besitzen also stels zueinander polare Minimalendifjgl.n. 

Da die Gruppen 9% und 9, nur ausgeartete Bo.El.e inv. lassen, gibt es bei diesen 
keine kovarianten Bo.El.e. 

Zusammenfassend können wir das Theorem aufstellen: 

Theorem 5. Bei einer 9, sind die Haupt-Bo.El.e jeder nicht ausgezeichneten Basis 
und nur diese wechselseitig kovariant, d. h. die Minimalen des einen sind die Extremalen des 
anderen. Für die beiden ausgearteien Bo.El.e einer 9, sind die Minimalen zugleich die 
Extremalen. 


Bei den G(c #%,}) und 9, bzw. 93 sind die Haupt-Bo.El.e der oo! Basen bzw. 


der oo! ausgezeichneten Basen — von welchen das zweite stets ausgearlel ist — und nur 
diese kovariant. Die ausgearteten inv.n Bo.El.e der 95, 9, 9, sind vollständige Difjerentiale. 


$ 20. Die verschiedenen Basen einer G3, ausgedrückt durch eine gegebene Basis. 


l. Der Begriff der kovarianten inv.n Bo.El.e einer G3 ermöglicht es, auf bequeme 
Weise sämtliche Basen (&, ,6,t) derG} durch eine gegebene Basis (x, ß, o, T) auszu- 
drücken. Zu dem Zweck wollen wir die Paare von Bo.El.n 

(254) s=as, +5 "=ats, +b*', 
aufsuchen, deren Minimalendifigl.n polar sind. Der Kürze halber sollen dann auch die 
Bo.El.e (254) polar heißen. Wir haben jeden Typus von G} für sich zu behandeln. 

Betrachten wir zunächst die G,. Sind die Haupt-Bo.El.e s,, s$ nicht ausgeartet, 
dann ist T = 0, und nach Theorem 5 sowie wegen (250) ist für nicht ausgeartete Bo.El.e 
(254) zu fordern, daß 

(255) a* : b* = Ab a Boy@. 
Sınd dıe Bo.El.e (254) ausgeartet und bezeichnen wir sie in diesem Falle mit s, s*, dann 
muß nach (249) 


(256) a:b=Y— Ay :YBo, a*:5* = —Y— Ay, : VBo) 
sein. Drücken wir umgekehrt mittels (256) die Haupt-Bo.El.e s,, s$ durch $, $* aus, 


























so kommt 








D 
W 


a 


d 








* 
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= V Bo) 1" — bi" c* b’s + 55" 
' y— Av) „ TT DL or 


Da nun unter s,, = alle polaren Paare nicht ausgearteter Bo.El.e der G, verstanden 


werden dürfen, so lehren die Formeln (257), daß, unter s, s* die Haupt-Bo.El.e der 


ausgezeichneten Basis (&, ,c,r) verstanden, zwei nicht ausgeartete inv.e Bo.El.e 
(258) s=as + bir, SF = ars + br* 


dann und nur dann polar sind, wenn 








(259) ar :br = —a:b (aba*b* +0). 








Die Polarität der Bo.El.e (258), (259) kann man auch direkt erkennen, wenn man in 
den Formeln (240 a) und (250), welche polare Bo.El.e darstellen, die Basis (x, ß, o, r) 


ausgezeichnet sein läßt, so daß Au, = Bo, = (0, To, + 0. 

Zwei polare inv.e Bo.El.e einer G5 bestimmen immer eine Basis (X, ß,5, r) der 
G;, als deren Haupt-Bo.El.e sie angesehen werden können. Mithin bekommen wir auf 
Grund der Beziehung (255) bzw. (256) folgende Ausdrücke für die oo! nicht ausge- 
zeichneten Basen (&, 8,5, T) bzw. für die eine ausgezeichnete Basis (4, ß,6, rt) der G,, 
von welcher die nicht ausgezeichnete Basıs (x, , o, r) gegeben ist: 





et = ae + be, @ —= A,be' — B,‚ae; 














(260) — aße” + baxe 2_ Aubper — Buyaxc” 
er e” 
e' — — Aye' 1 V Boye”, e? 6 Y Aue” -- V Bye”; 
(261) ß u ze An,pe' + V Bone wi — N Aype' + ] Bo) xe? 
e' e 








Ist dagegen die ausgezeichnete Basis (x, ß, 6, t) selber gegeben, dann werden die übrigen 
Basen auf Grund von (259) durch die folgenden Formeln dargestellt: 





| e = ae +be, e = —ae +be; 
(262) „__ aße! + bae® _ —aße: + bae® 
» = er - ; x = g6 a 











Wenn ß bzw. # = &, dann treten an die Stelle der Formeln (260), (261) bzw. (262) 
die folgenden (man nehme den Grenzübergang ß = ß,, > unter Beachtung der 
Festsetzung (126) vor oder benütze die Ausdrücke (240 c) für die Haupt-Bo.El.e in (254) 
und (258)): 


f 


bee = — Boyae, d.h. T= 9 -+ const. = o + const.; 
Anber — Byaxe® , 


[#7 


| 


ei 
- ade’ + bae —_ 
B= = —— ‚a= 
| e" e 
ei = Vier, & = Vie, d.h.i=6= + const.; 
= / Bye’, € = YBoye, d.h.r=0o=0+- const.; 


(264) 1. = V— Anye" . V Buyxe® —y— Aoye' + V Boyae® 





= = 
| e" e° 
e=be, e=be,d.h. r=0=0-+ const.; 
(265) ß ae! + bae® — ae! + bae 
» = , RK = _- - - 4 


E' { 








* 
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Ist die durch die Basis (x, ß, o, t) bzw. (&, ß,ö, t) gegebene G, eine P.T.s-Gruppe, 
dann muß unter den durch (260) oder (261) bzw. (262) repräsentierten Basen eine Basis 
(Xu, ©, 0%, Ta) Oder (&4, ©, 0%, Tu) DZW. (Au, ©, 0%, T») vorkommen. Beachtet man, 
daß deren Haupt-Bo.El.e die Gestalt (240 c) haben, dann bekommt man als Ergänzung 
zu den Formeln (260)—(262): 





Adnet + baue = 0; er = aufe + baner, 
266 . . b„BeT — Boyd„xe” 
) er — Aod ze" — Biyaae; &. = Av) „P a E 
e"* 
; 6, / E- Tu 
V — Aue” + V Boye” = 0; e’* = Y— Anße" + Y Boyxe®, 
267) |  .—-YZAsBe + VBzae 
| ne a a RT 
P % 
f eo. - - vo 
Age! + bare? = 0; e* = auße! + buüe®, 
(268) f Tı = 
(2 ’ ; ® — a„ße + be 
P Ro Ane" — mW PR — s nn ud h 
e N 





2, Bei den übrigen Typen von G3 liegen einfachere Verhältnisse vor. Bezüglich der 
G'(e = 00, ?) und G, gilt, daß sämtliche Paare von Bo.El.n 

(269) s=as +bs, t= br 
und sonst keine polar sind, unter $ das ausgeartete inv.e Bo.El. verstanden. Ist also 
(x, ß, oc, r) die Basis der Haupt-Bo.El.e s, s, dann drücken sich alle übrigen Basen 
(3, P,5, 7) der G5(a)(e #%, 3) und G,(x) folgendermaßen aus: 





— = : 4 en X e’ bxe® . 
(270) = ae He, te = u. 2. ‚‘=a. 


T 














Wenn eine G$(x) vorliegt, dann werden durch (270) lediglich die oo! ausgezeichneten 
Basen dargestellt, und zwar durch eine bestimmte von ihnen. Aber darüber hinaus sind 
ja sämtliche Paare inv.r Bo.El.e 


(271) s= as + bi, st = ats, + b*5 (ab* — ba* + 0) 


einer %%(x) polar, d.h. durch die Formeln 





e = aet + ber, € — a*et + b*e? (ab* — ba* +0); 
(272) >  apße +bae . a*ßer + b*xe‘ 


= — a = — 
r e" e 











werden immer Basen dieser Gruppe dargestellt. Das gilt übrigens auch dann, wenn 
die Basıs (x, P,o, r) in (272) keine ausgezeichnete ist. Unter letzterer Voraussetzung 
ist (272) eine ausgezeichnete Basis, wenn (s. (185 d), (96) und (249)) die erste oder die 
zweite der folgenden Gleichungen 








(273) (a) yya*— 2,6*=0 dar) yya— Zub = 0 








erfüllt ist. Bei den 3 sind alle inv.n Bo.El.e ausgeartet, so daß für jede beliebige Basis 
(x, ?,o, r) ın den Formeln (272) sämtliche anderen Basen enthalten sind. Die ausge- 
zeichneten Basen werden etwa wieder geliefert durch die Bedingungen (273) (s. (1832), 


(95)). 

















Neumer, Die dreigliedrigen Berührungstransformationsgruppen der Ebene. II. 35 


Durch (272) sind endlich auch alle Basen einer G, gegeben, unter (x, ß,o, r) eine 
ganz beliebige Basis verstanden; denn bei den 9, ist ja keine Basis irgendwie ausge- 
zeichnet. 

In den Formeln (272) sind die Formeln (270) als der Spezialfall «* — O0 enthalten. 

Im Grenzfalle $ = oo modifizieren sich die Formeln (272) bei Benutzung von 
(240 c) zu 


e be, = b*e, d.h. T=6-+ const. = o { const.; 
(274) Ei aer + baxe® z_ arer + b*xe® 


Für a* = O0 erhält man aus (274) denGrenzfall # = ® bezüglich der Formeln (270). 


Liegt eine P.T.s-Gruppe 63,93 oder 9, vor, welche durch die Basis (x, ©, o, r) gegeben 
ist, dann finden wir für die oo! Basen (X, ©, 6, T) die Darstellung 


nn 


(275) = ar, ee = be; B = o,d— ic ih 
e 
Wenn in (270) x = &, dann sind 
(276) Ss, = e(fdxz + dy’), s= edx 
die Haupt-Bo.El.e der Basıs (, f, o, r), so daß wir aus (269) für die übrigen Basen die 
[oleenden Ausdrücke 


aßer + be® 


(277) zarte =b*re, B= ei 


e 
bekommen. 
Die Formeln (277) repräsentieren auch die oo! Basen (&, ß,0o,T) einer 93,95 
oder 9,, welche durch eine Basis (x, ß, o, r) bestimmt ist; sie unterscheiden sich von 
(275) durch die Substitution 


(278) (aP)(or)(EB)(FF)(ab*)(ba*). 


Ist schließlich irgendeine P.T.s-Gruppe 93,93,9, durch eine Basis (x, P,o, r) 
gegeben, dann werden die Basen (&, ©, 6, Tr) geliefert durch 


er + b2.e = 0; ee = a,ße + bone, 
a* per == b*xe? 


oO 


279 - = 

(241 ) e? => are! - B‚: ze 
P 

In sämtlichen in dieser Ziffer angeführten Grenzfällen bleiben die Gleichungen 


(273)-in ihrer Bedeutung unverändert. 


$ 21. Die von einem nieht ausgearteten invarianten Bogenelement {dx + vdy’ einer G5 
induzierte Metrik. 


1. Ein nicht ausgeartetes inv.s Bo.El. s, einer 9, induziert eine Metrik, welche die 
Verallgemeinerung der nichteuklidischen Kegelschnittsmetrik vom Standpunkt der 
B.T.n aus darstellt. Sei s* das zu s, polare Bo.El. und (x, £, o, r) die Basis, deren Haupt- 
Bo.El.e s, und s* sind, so daß also beide die Gestalt (240 b) besitzen. Dann wollen wir 
die über einen Kurvenbogen € erstreckten Integrale f So» [ st dessen P- bzw. a-Länge 

ce € 
nennen; die Kurven (@,, G, sind dann die Linien von der P- bzw. a-Länge Null. 
Ferner wollen wir von der ß- bzw. x-Distanz zweier Kurven (2#,,); (4,,) bzw. (A,,), (4,,) 
sprechen, indem wir darunter die ß- bzw. a-Länge des Berührungsbogens (vgl. $ 18, 3) 
Journa] für Mathematik, Bd, 132. Heft 1. 4 
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verstehen, welchen die Kurven (4,,), (4,,) bzw. (2,,), (A,,) auf der sie berührenden G_ 
bzw. C, abgrenzen %). Nach Theorem 5 sind diese Distanzen Extrema im Vergleich zu 
allen anderen - bzw. x-Längen von benachbarten Berührungsbögen der Kurven (1,,) 
bzw. (,) U = 1,2). 

Auf Grund von Satz 7 läßt sich aussagen, daß die Bo.El.e s, bzw. s$ die überein- 
stimmende ß- bzw. x-Länge aller unendlich kleinen Berührungsbögen darstellen, welche 
die durch die Elemente (x, y, y') und (x + dx, y + y’dx, y’ + dy') festgelegten Kurven 
(11) (41,,) bzw. (7,,); (2,,) berühren; insbesondere ist dann nach Satz 8 s, bzw. 5% auch 
die P- bzw. «-Distanz der Kurven (z,,), (44,,) bzw. (2, },,)- Die Integrale £# fs 

Ce «€ 
selber — also die ß- bzw. a-Länge des Bogens & — dürfen wir dann auflassen als die 
Summen der unendlich kleinen ß- bzw. «-Distanzen, welche von den durch die 
kontinuierliche Folge (x, 9y,y'), (c+ dx, y-+ y’dx, y' + dy’) der Elemente von 6 
bestimmten Kurvenpaaren (4,,), (4,,) bzw. (A), (A,,) gebildet werden. 


Durch eine B.T. (14), (21) läßt sich die 9, mit der nicht ausgezeichneten Basis 
(x, P, 6, t) in eine proj.e 9, mit der nicht ausgezeichneten Basis (0, ©o, o, r) und somit 


auch in die 9. (42 a) überführen. Bei dieser ist 
3 


(280) o—= }logu— log v, r = % log v — log u 
a. (u = 22 — 2y, v= y"?— 2%(2y’— Y)), 

/ 
(281) = z da, st =" ay. 


Die B.T., welche die G, (85) in die 9, (42 a) verwandelt, verwandelt also die Bo.El.e 
(240 b) — bis auf etwaige konstante Faktoren — in die Bo.El.e (281). 


Das Bo.El. (2811) ist die nichteuklidische Entfernung der beiden Punkte x, y und 
und © -+ da, y-+ y’dx oder kurz ihre Distanz ®) in bezug auf den K.S. 2 — 2y =, 
während das Bo.El. (2812) den nichteuklidischen Winkel oder den Angulus ®) der Ge- 
raden durch die Elemente (z,y,y’) und (x +dx, y-+ y’dx, y' + dy’) repräsentiert. 
Man sieht unmittelbar, daß sich die Größen Angulus und Distanz bei geeigneter Wahl 
der Irrationalitäten Yu, Yv vertauschen vermöge der automorphen Dualität (115) des 
K.S.s 2? — 2y = 0. Die Extremalen des Integrals [ s,, also die Kurven extremer „Länge“, 
welche zwei gegebene Punkte verbinden, sind die Geraden, während die Extremalen 
des Integrals [st die Punkte, als Element-3/, aufgefaßt, sind. In geometrischer 


Hinsicht ist das Integral 'E-, selber offenbar die Summe aller „Winkeldrehungen‘', 


welche die Tangente längs des Integrationsweges machen muß, d.h. die Summe aller 
unendlich kleinen Anguli, welche von den unendlich benachbarten Tangenten der Inte- 
grationskurve in kontinuierlicher Folge gebildet werden. Nennen wir diese Summe, 


also das Integral [ st, den Dreh des Integrationsweges, dann sehen wir, wie der Extre- 
maleneigenschaft der Geraden in der nichteuklidischen Geometrie die folgende Extre- 
maleneigenschaft der Punkte entspricht: der Dreh eines Berührungsbogens — d.h. einer 


Berührungs-Element-M, — an zwei gegebene Gerade wird ein Extremum für den Schnitt- 
punkt dieser Geraden. Anders ausgedrückt: Will man eine Gerade längs eines Kurven- 


»7) Bei geschlossenen Ca bzw. Ca werden Festsetzungen über die Auswahl eines der beiden abgegrenzten Teil- 
stücke notwendig. 

#8) Wir verwenden hier die Terminologie von Hans Beck in seinem Lehrbuch: Koordinatengeometrie, Bd. I 
(1919). 
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bogens — einer Element-M, —, d. h. tangential, in die Lage einer zweiten Geraden gleiten 
lassen, dann wird der von ihr beschriebene Dreh ein Extremum, wenn man die Element-./, 
in den Schnittpunkt der ersten mit der zweiten Geraden übergehen läßt. 

Die Punkte sind also die Kurven von der Länge Null, die Geraden die Kurven mit 
dem Dreh Null. 

Die hierin zum Ausdruck kommende polar-dualistische Wechselbeziehung zwischen 
den Extremal-Minimaleigenschaften der Geraden und Punkte in der nichteuklidischen 
Kegelschnittsmetrik dürfte wohl zuerst von Friedrich Engel bemerkt worden sein. 

2, Auch ein nicht ausgeartetes inv.s Bo.El. s, einer G;(e = ©) oder 9, induziert 
eine Metrik. Ist Ss = s* das zu s, kovariante und zwar ausgeartete Bo.El., dann bleiben 
die allgemeinen Darlegungen der vorangegangenen Ziffer auch bezüglich der Bo.El.e 
s„, s unverändert bestehen bis auf die wesentliche Abweichung, daß jetzt das Bo.El. 5 
ein vollständiges Differential ist, dessen Extremalen ganz willkürlich bleiben. Daraus 
folgt wegen des identischen Verschwindens der Variation ö fs, daß die a-Längen aller 
stetig ineinander deformierbaren Berührungs-Element- /, zweier Kurven (/,,), (A;)) gleich 
groß sein müssen. Die a-Distanz zweier (A,)), (A;,) ist somit gleich der x-Länge aller 
Berührungs-Element-M ,, welche durch stetige Deformation aus dem Berührungsbogen 
(6, hervorgehen. Bei geschlossenen @;-Kurven gibt es zwei a-Distanzen zweier G, oder 
zweimal abzählbar unendlich viele, falls geschlossene Umläufe mitgezählt werden. 

Bei den Gruppen 93(0) (c # oo) (42c) oder 9,(0) (42f) haben wir die folgenden 
Haupt-Bo.El.e der Basıs (0, oo, o, r) (s. (176e, f)): 

— 1 

(282) IE ae : ARE - dy' (ab #0), 

(283) = erde, = dy. 

Es ist stets möglich, durch eine B.T. (14), (21) die 95(x) (ce #®) bzw. 9,(x) mit der 
Basis (x, ß, o, r) in die Gruppen (42c) bzw. (42f) zu verwandeln, so daß die Bo.Ele (2405) 
(5 = 5) — bis auf konstante Faktoren — in die Bo.El.e (282) bzw. (283) übergehen. 

Mittels der affinen Trf. 2= x — iy, y= y—-ix sind die Gruppen (42c) mit den 

Gruppen 


(284) p,9, (a+b) «+ i(a—b)y)p + ((a+b)y—ia—b)x)y 


ähnlich, wobei wir in (284) wieder «, y statt x, y geschrieben haben. Die Basis (0, ®, o, r) 
und die zugehörigen Haupt-Bo.El.e der Gruppe (284) sind gegeben durch 


Iar r 1 “ a+b 1 — iy' 

28 = — - =: or J 2) _1 . or - 

1285) o log (1+y?), r ’ log (1 + y?) - a —p) 8 Iiy 

a+b 

an ' „(1 — iy’\2(@-b) ; dy' 

2 == 77°» '2 — up = — 

(286) sitz) MIST 
Fürc=—1,d.h.a+b= 0 wird (284) die 95" p,g, yp — xq, die 9, der euklidischen 
Bewegungen; (285), (286) lauten dann 

(287) e=—log(1+y?), =}log(l + y”), 

in Iy’ 
288 = Wy y'? Un = PAR. Y. 
(288) o=Vil+ y’da, $ Ir yü 


Hierin ist s, die euklidische Entfernung der Punkte x, y und x +- dx, y + y’dx, $ der 
euklidische Winkel der Geraden durch die Elemente 


(2,9, y) und (e+dx, y-+ y’dx, y’ +dy'). 
4j* 
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Aus der allgemeinen Theorie ersehen wir, daß der Dreh eines jeden Berührungsbogens 


zweier Geraden immer gleich einem Winkel dieser Geraden ist. Der Winkel f$ zweier 


+% ’ 
dy 


J/i+y 


Elemente eines Punktes eine geschlossene Mannigfaltigkeit bilden. 


Geraden ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache von x = 


s 22. Charakterisierung der nicht ausgearteten Bogenelemente Zdx +vdy’, welche einer 
G, von Berührungstransformationen gegenüber invariant bleiben. 
l. Jetzt fragen wir nach der größten Gruppe eines nicht ausgearteten Bo.El.s (223), 
welches wir uns der Einfachheit halber gleich auf die Form e’dx gebracht denken. Nach 
(241) wird diese Gruppe durch die beiden Gleichungen 


(289) M,= %M,— ı,M,+ 5M, My. > 0 
definiert. Die Identität (602) für / = M liefert vermöge (289) und der ©-Relationen 3. Stule 
die weitere Difigl. für AT: 

(290) Ma=—-%M, + 0,1, — 5A, o = 31log(— (13, + T2)). 
Da das Bo.El. etdx als nicht ausgeartet vorausgesetzt worden ist, muß 73, + 73 #0 
sein. Aus der Identität (60;) für / = A/ ergibt sich mit Hilfe von (289), (290) die vierte 
Deigl. für 7: 


| | Ta — 21, — 
(291) aa; M, u &(M I M,) — % IM, u X M2— 3; M — 0, x = 12 ne = 1 - 
— (7a+9) 
Die Defgl. (2911) hätten wir als die Invarianzbedingung der zu e’d.w kovarianten Extre- 
malendiffgl. 4” -- x = 0 von vornherein hinschreiben können. Auf Grund von Satz | 


folgt also: 

Satz 12. Ein nicht ausgeartetes Bo.El. (2253) gestattel höchstens eine dreigliedrige 
Gruppe; ist diese dreigliedrig, dann ist sie eine G}. 

Aus diesem Satz und Theorem 5 ıst zu schließen, daß Minimalen- und Extremalen- 
dıfigl. eines nicht ausgearteten, eine G; gestattenden Bo.El.s (223) polar sind. Das umgekehrte 
hingegen gilt im allgemeinen nicht. Denn angenommen, die Extremalendiffgl. des nicht 
ausgearteten Bo.El.s edx sei y’ = (0, d.h. nach (291:) sei 

(292) Te — 2, —- n=0. 


Soll dann die durch (289)—(292) definierte Gruppe eine G3 sein, so muß u. a. die Relation 
(131*1), worin A(4) der Ausdruck (671) ist, vermöge (292) erfüllt werden; dies wird 
aber nur in Ausnahmefällen zutreffen. Also gestattet ein nicht ausgeartetes Bo.El. (225) 
im allgemeinen auch dann keine Gz, wenn seine Minimalen- und Extremalen-Difjgl. eu 
polares Paar bilden. 

Wir wollen daher die Bedingungen aufsuchen, denen die Größen £, v genügen müssen, 
damit (223) eine G, gestattet. Nach Satz 12 bestimmt jedes nicht ausgeartete Bo.El. 
(225) seine G, eindeutig; nach Theorem 5 kann diese eine 93,95 (c + 00) oder 9, sein. 
Aus dem Bo.El. (223) finden wir folgendermaßen die zugehörige Basis (x, P, o, r) seiner 
Gruppe G3. Wir identifizieren das Bo.El. (223) selber ınit dem Bo.El. (240bı) und seine 
Extremalendiffgl. (233) mit der Diffgl. y’’—+ x = 0, d.h. wir setzen 











TE a Co — 26 v 
(293) ee RT N = 
® va — tv in © 





Die linke Seite von (234) muß nach Voraussetzung von Null verschieden sein. Wir finden, 
daß sie gleich ee"B wird, wo B die Größe (972) bedeutet, wenn wir vermöge (293) v» und 5 


‚„ erklärt, da die &! 











d 
fi 
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durch x und 5 ausdrücken. Es muß daher B + 0 ausfallen. Aus (95) finden wir dann 
für o den Wert 

(294) 7 = }log (0B) — } log By,. 
Multiplizieren wir ferner (2935) mit dem Nenner und bringen alle Glieder auf die linke 


Seite, dann kommt eT = 0,d.h. F = 0, unter T die Größe (974) verstanden. Endlich 
wird, wie wir sogleich sehen werden, vermöge (294) und T=0 auch z=0. Durch 














(293), (294) ist dann die zum Bo.El. (223) gehörige Basis der betreffenden 65 bestimm! 
und zugleich sind die Bedingungen festgestellt: 


(295) B+0,f=7=-0.| 


Daß die Beziehungen (294) und T = 0 das Verschwinden von y nach sich ziehen, 
hat seinen Grund in der zweiten der beiden Identitäten 


2%) I, + (a — wn)A=T,-+ („— vn), B,+ („— wa)B=l,+ (y—own)T, 




















welche für die Größen (971,53) und (972,4) echte Identitäten sind, jedoch für die Größen 
(874,56) nur unter der Voraussetzung von (91) gelten. Am einfachsten gewinnt man die 
Identitäten (296) aus den Identitäten (69) durch Ausübung der B.T. (14), (21). Die 
Identitäten (93) sind eine Folge von (296) und (70) (vgl. (71)). 

Wollen wir Jetzt die Beziehungen erhalten, welche zwischen £, v stattfinden müssen, 
damit das Bo.El. (225) gegenüber einer G3 inv. bleibt, dann brauchen wir nur die Größen 
(293), (294) in die Relationen des Theorems 1 einzusetzen. Von diesen Relationen sind 
wegen (295) und (294) nur noch die folgenden zu fordern: 


(297) (24); yA=0; (91a*), (1041) (A= Alt) s. (971)). 


/weckmäßigerweise haben wir dabei (92aı) durch (1041) ersetzt. 














Ist in (223) v = 0, dann gehört zu dem Bo.El. £d.ır eine Basis (x, ©, o, r) seiner 65, 
deren Haupt-Bo.El.e (240e) sind. Mithin treten an die Stelle der Formeln (293), (294) 
diese: 


(295) = logl, B=m,ua: 


(299) o= log B-—- ! log B,,, 
während die Relationen (295) bestehen bleiben; die Relationen (297) werden ersetzt dureh 

(300) (124); YA = 0; (62a*), (131%) (A= A(ı) s. (129)). 

B, T, x, y bedeuten jetzt die Größen (129,4), (1273,53). 

"Wenn dagegen die Extremalendifigl. des Bo.El.s (223) die Diffgl. „= ® ist, d.h. 
wenn nach (233) 203 — Ua — [as = v = 0, dann nehmen wir in (293), (294), (295), (297) 
die Substitution (x 8) (or) vor und gehen zur Grenze v > 0, d.h. ? > oo über, so daß 
also die Größen 


(>01) vs ige, A = : (3 = 00), 

(302) r = 4 log A — } log A,,, 
welche die Beziehungen 

(303) A+0, f=y=0 
erfüllen, in die Relationen 


(304) (124); zB = 0; (62a), (131) (B= B(1) s. (129%)) 
einzusetzen sind; A, T, z, y sind dabei die Größen (1291,53), (1273,53). 
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Auf Grund einer Bemerkung anläßlich $18, 1 kann man die in den Grenzfällen » — 0) 
bzw. v. == 0 bestehenden Beziehungen zwischen £, » auch erhalten, indem man mit (297) 
die Substitution $ — d.h. hier die Substitution (Zv) (0,05) — vornimmt und v —0 
bzw. v— 0 streben läßt. 

Wollen wir nun wissen, wann die von dem nicht ausgearteten Bo.El. (223) gestattete 
(5 eine 93; 95 (ce # ©); 9, ist, dann brauchen wir nur die Relationen (293)—(295), (297) 
mit den Relationen (185a;c (c # o0);f) zu verknüpfen. Dabei bereitet es keinerlei 
Schwierigkeiten, die Grenzfälle v= 0 und v = 0 mit zu berücksichtigen. 

Zusammengelaßt stellen sich die hiermit gewonnenen Ergebnisse dar in dem 

Theorem 6. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß das nich! 
ausgeartete Bo.El. £dx + vdy'[£dx] eine G} gestatte, sind die Relationen, welche durch Ein- 
setzen der Größen (293), (294) [ (298), (299)] in (297) [(300)] hervorgehen; B, T, z, y sind 
dabeı dıe Größen (972,:), (872,3) [(1292,,1), (1272,3)]. 

Soll die G5 eine 95; G5(e + 0); G, sein, dann spezialisieren sich die allgemeinen 
telationen (297) [(300)] folgendermaßen: 





(a) 92: (24) [124]; y= 0, A +0; (1041) [(131*)] 
e P r 1 
(305) (b) G;(e # oo): (24) [(124)]; A = 0, Bl, ) +0, c=-— 5 


(c) 95: (24) [(124)]; A= B(}) = 0 
(A= A(t) s. (971) [(1291)]) 











Im Grenzfalle v = Ö treten an die Stelle der Relationen (298), (299), (300), (305) die 


Itelationen (301), (302), (304) und 
(a) 93: (124); = 0, B#0; (131ı) 
(b) Säle + 0): (124); B= 0, All) #0, 0 = — 
(*) 92: (124); B= Ad) = 0 
(B= B(}) s. (129)); 
A,T, x, ysind jetzt dieGrößen (1291,3), (127,3). 
Führt man in den zwischen £, v bestehenden Difjgl.n (297) bzw. (305) die Substitution 


(Zv) (€,6,) und anschließend den Grenzübergang v > oder v—( aus, dann gewinnt man 
ebenfalls die in diesen Grenzfällen gültigen Bedingungen. 


AG) 


(306) A 


2. Nach den Darlegungen im vorangegangenen $ 21 kann jedes nicht ausgeartete Bo.El. 
(223), welches eine 9, oder G5(c == o) oder 9, gestattet, durch B.T. die Gestalt (281ı) 
oder (2861) oder (2831) enthalten, wenn von konstanten Faktoren zunächst abgesehen 
wird. Bei den 9, kann dieser konstante Faktor nicht beseitigt werden, wohl aber bei den 
G(e # ©) und G,. Soll es nämlich möglich sein, das nicht ausgeartete Bo.El. s, in das 
Bo.El. as, zu transformieren, dann muß die das leistende Trf. sowohl die betreffende 6; 
nv. lassen als auch die polaren Diffgl.n s, = 0 und s$ = 0, unter s$ das zu s, kovariante 
Bo.El. verstanden. Bezüglich einer 9, gibt es keine anderen Trf.n mit dieser Eigenschaft 
außer den in der 9, selber enthaltenen. Dagegen stecken in den Gyax(95) (C + 00) und 


Gwax(45) Tri.n, welche das Bo.El. S, mit jedem beliebigen konstanten Faktor multipliziert 
reproduzieren. 


Es möge noch erwähnt werden, daß, wie man am Beispiel der Gruppen (42b, c, f) 
leicht ersieht, die nicht ausgearteten inv.n Bo.El.e einer G5 bis auf konstante Faktoren 











in 
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ineinander übergeführt werden können vermöge der von der kommutablen inf. Tri. 
erzeugten G;}. 

Bekanntlich läßt sich das euklidische Bo.El. (2881) durch einen Grenzübergang 
aus dem allgemeinen nichteuklidischen K.S.-Bo.El. ableiten. Dieser Zusammenhang 
muß auch in der allgemeinen Theorie wiederkehren. Sind daher $ = e’(fdx + dy’) und 
= e(ßdx + dy') zwei nicht ausgeartete Bo.El.e mit derselben Extremalendiffgl., 
welche eine 9, bzw. 95" mit der Basis (x, ß, 6, 7) bzw. (x, ß, o, r) gestatten, dann muß 
sich eine Folge von Bo.El.n $; = ed (Bdx +dy')(i=1,2,...) angeben lassen, welche 
die Gruppen 9, ; mit den Basen (x, P, 6,, T,,) gestatten und welche nach dem Bo.El. 
s— e'(ßdx + dy’) konvergieren (so daß also auch (x, ß, 6, 7) > (x, ß, o, r)). In der 
Tat gehen die Relationen (305b) für e = — I,d.h. y = 0, aus (305a) durch den Grenz- 
übergang A = 0 hervor. 


Eingegangen 1. Februar 1939. 
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Geschlechter quadratischer Formen. 


Von Hel Braun in Göttingen. 


$ 1. Einleitung. 

is war seit einigen Jahren erwünscht die Theorie der Geschlechter quadratischer 
l"ormen mit mehr als zwei Variablen so zu entwickeln, daß ihre Ergebnisse bequem aui 
andere Fragen aus der Theorie der quadratischen Formen angewandt werden können. 
Im vorliegenden Aufsatz wird gezeigt auf welche Art das geschehen kann. Es ist dabei 
vorteilhaft von der folgenden Definition eines Geschlechts auszugehen: 

©, und ©, seien symmetrische Matrizen mit ganzen rationalen Elementen. Man 
nennt ©, äquivalent ©,, in Zeichen: ©, = ©,, wenn ©, durch ©, und umgekehrt auch 
5, durch ©, darstellbar ıst; das heißt also: wenn es zwei ganze Matrizen Y und ® gib! 
(deren Transponierte X’ und ®’ seien), so daß 

e) WSA- 5, BB = 6, 
ist. Aquivalente Matrizen bilden eine Klasse. 

Nun sei q irgendeine natürliche Zahl. Man nennt dann 5, äquivalent ©, modulo y, 
ın Zeichen: ©, = ©, (mod g), wenn 

WSA= ©, (mod yg), 86,8 = ©, (mod g) 
ist mit ganzem Wund ®. Alle modulo g äquivalenten Matrizen bilden eine Alasse modulo q. 

(Ganz entsprechend nennt man ©, und ©; reell äquivalent, wenn die beiden Glei- 
ehungen (*) mit reellem X und bestehen. 

Man faßt jetzt alle diejenigen symmetrischen ganzzahligen ©,, ©,,.. . zu einem 
Geschlecht zusammen, die nach Jedem natürlichen Modul und außerdem reell äquivalen! 
sind. Alle Matrizen einer Klasse gehören trivialerweise zum selben Geschlecht, aber im 
allgemeinen besteht ein Geschlecht aus mehreren Klassen. Man kann nun zeigen, daß 
es ın jeder Klasse Matrizen gibt deren Determinante + 0 ist. Deswegen wird von jetz! 
ab immer angenommen, die Determinanten der betrachteten symmetrischen Matrizen 
seien von Null verschieden. Es ist sofort zu sehen, daß unter dieser Voraussetzung zwei 
symmetrische ganzzahlige Matrizen ©, und ©, dann und nur dann zur selben Klasse 
gehören, wenn sie durch unimodulare Transformation auseinander hervorgehen; wenn 


also S, = WS;,U ist, mit ganzzahligem U, dessen Determinante den Wert -- 1 oder 
— 1 hat. 


Alle diese für symmetrische Matrizen ausgesprochenen Definitionen und Sätze 
sind sinngemäß zu übertragen auf die mit diesen Matrizen gebildeten quadratischen 
l’ormen. 


Gauß ist in seinen Untersuchungen über binäre quadratische Formen von einer 
anderen Geschlechtsdefinition ausgegangen. Er hat dabei vorausgesetzt, daß die Ele- 
mente der gegebenen symmetrischen zweireihigen Matrix © teilerfremd sind, daß also 
S primitiv ist. Das Geschlecht von © hat er festgelegt durch die Determinante und durch 
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endlich viele Legendresche quadratische Restsymbole, die Geschlechtscharaktere. Gauß 
zeigte, daß zu vorgegebenem Charaktersystem genau dann ein Geschlecht primitiver 
Formen der vorgeschriebenen Determinante gehört, wenn das Produkt über sämtliche 
Charaktere den Wert + 1 hat. Dieser Gaußsche Satz wurde auf ternäre Formen von 
Eisenstein und Smith, auf quadratische Formen mit mehr als drei Variablen von Min- 
kowski übertragen. Wenn man für Formen mit mehr als zwei Variablen ein endliches 
vollständiges System von Geschlechtsinvarianten aufstellen will, die den Gaußschen 
Invarianten entsprechen, so hat man die Elementarteiler und das dyadısche Verhalten 
der Formen des Geschlechts wesentlich zu beachten. Infolgedessen kommt man zwangs- 
läufig zu Fallunterscheidungen, die alle Resultate unübersichtlich und unhandlich machen. 

Es erscheint deshalb vernünftig ein anderes vollständiges endliches System von 
Geschlechtsinvarianten zum Ausgangspunkt zu nehmen, wenn man die Geschlechter- 
theorie so entwickeln will, daß ihre Sätze bequem anwendbar sind. Zu diesem System 
wird man durch folgende Überlegung geführt: 

Die Signatur einer m-reihigen symmetrischen Matrix © seı so erklärt: Man kann 
bekanntlich © reell in eine Diagonalmatrix translormieren deren Diagonalelemente die 
Werte + 1 oder — 1 haben. Es sei „ die Anzahl der Diagonalelemente + 1, also» m — 
die Anzahl der Diagonalelemente — 1. Dann nennt man das Zahlenpaar u, m — u die 
Signatur von ©. Die Signatur ist nach dem Trägheitsgesetz eine Geschlechtsinvariante. 
Man sieht leicht ein, daß auch der absolute Betrag der Determinante eine Geschlechts- 
invariante ist; dieser absolute Betrag sei mit D bezeichnet. Ferner seı 8° — q, gesetzt. 
Dann gilt der 

Satz 1. (x) Signatur u, m — u 
(3) absoluter Betrag D der Determinante 
(y) Klasse modulo q, 
bilden ein vollständiges endliches System von Geschlechtsinvarianten. 

Dabei läßt sich die Klasse modulo g, festlegen durch irgendeine ihr angehörige 
ganze m-reihige symmetrische Matrix. Satz I besagt in anderen Worten: 5, und ©, 
gehören dann und nur dann zum selben Geschlecht, wenn sie gleiche Signatur haben, 
der absolute Betrag ihrer Determinanten der gleiche ist und die Äquivalenz S, = 5&, 
(mod q,) erfüllt ist. Dieser Satz war bereits Minkowski !) bekannt, einen Beweis findet 
man bei Siegel ?). 

Jetzt bleibt noch die Frage offen: Wann kann zu gegebenen Invarianten (x), (#), (/) 
ein Geschlecht quadratischer Formen gefunden werden ? 

Iım folgenden wird sich zeigen, daß diese Frage in einfacher Weise beantworte! 
werden kann. Zuerst wird man nämlich sehen, daß zwischen den Invarianten (x), (3), (y) 


zwei_Relationen bestehen müssen. Erstens muß für die Repräsentanten 5 der Klasse 
modulo g, die Kongruenz 


(ö) |&| = a? (— 1)" Di(mod g,) 


— 


durch ein zu q, teilerfremdes x lösbar sein. Zweitens muß für jedes S der Klasse modulo 
40 die Relation 


nf Sr ni en m 1 

er u ie AT ’ ; 

Ze )* D3 
L(90) 


bestehen. Dabei wird in der Gaußschen Summe über die sämtlichen Elemente x,, 23, : . ., X 
der Spalte x summiert, die unabhängig voneinander ein volles Restsystem mod g, durch- 


1) H. Minkowski, Gesammelte Abhandlungen 1 (Leipzig 1911), 158. 
?2) C.L. Siegel, Über die analytische Theorie der quadratischen Formen (in der Folge kurz mit S. bezeichnet), 
Annals of Math. 36 (1935), 548. 
Journal für Mathematik, Bd. 182, Heft 1. 5 
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laufen. Es ist einfach zu sehen, daß die Relation (6) bestehen muß. Daß auch (e) erfüllt 
ist, wenn das Geschlecht existiert, ist leicht zu sehen, wenn man die Reziprozitätsformel 
für die Gaußschen Summen anwendet. Schwieriger ist dann, den Satz II zu beweisen, 
der kurz als Geschlechtersatz bezeichnet werden soll: 

Satz II. Zu gegebenen Invarianten (x), (), (y) existiert, falls die Relationen (9) 
und (e) erfüllt sind, ein Geschlecht quadratischer Formen. 

Dieser Satz wird im vierten und fünften Paragraphen bewiesen. 

Man beachte übrigens, daß g, = 8D® nicht der kleinste Modul ist, für den Signatur, 
absoluter Betrag der Determinante und Klasse modulo g, das Geschlecht vollständig 
bestimmen. Es ist nur bequem, beim Beweis von Satz I vorauszusetzen, daß q, = 8D°, 
oder allgemeiner, daß g, ein fester, durch 8D® teilbarer Modul ist. Dann kann man näm- 
lich im Beweis von Satz I von den Elementarteilern absehen. Minkowski hat behauptet, 
daß Satz I gilt, wenn q, nur durch 2D teilbar ist. Vermutlich kann auch diese Bedingung 
noch durch eine geringere ersetzt werden, in der dann allerdings die Elementarteiler 
explizit auftreten. Beim Beweis des Geschlechtersatzes wird von g, nur verlangt, dab 
es durch SDP teilbar ist, wobei ? das Produkt über die ungeraden Primteiler von 
bedeutet. 

Da die beiden Existenzkriterien (ö) und (e) eine sehr einfache Gestalt haben, ist 
es möglich, ohne viel Rechnung aus dem Geschlechtersatz einen weiteren, von Siegel 
auf anderem Wege bereits bewiesenen Existenzsatz herzuleiten. Dieser Satz bezieht sich 
nicht mehr auf äquivalente Matrizen, sondern auf irgendwelche ganzzahlige symme- 
trische Matrizen, die verschiedenen Rang haben können. Man geht deshalb aus von 
einer ganzen m-reihigen symmetrischen Matrix © und einer ganzen n-reihigen symmetri- 
schen Matrix T, wobei n S m sei. Ferner nimmt man an es sei !& -  T| +0. Man br- 
trachtet dann einerseits die Kongruenz 


K SX=T (mod g) 
[für jedes natürliche q und andrerseits die Gleichung 
ya K6SX=T. 


Dabei muß X m-zeilig und n-spaltig sein. Über die Beziehungen zwischen der Lösbar- 
keit von (**) und (***) in rationalen X gibt der Hasse-Legendresche Satz Aufschluß. 
Dieser Satz besagt: 

Die Gleichung (***) ıst dann und nur dann mit rationalem X lösbar, wenn (**) für 
Jedes natürliche g mit rationalem X und (***) mit reellem & lösbar ist. 

Man fragt nun danach, ob auch (***) ganz-rational lösbar ist, wenn (**) für jedes 
qg mit ganzem X und (***) reell lösbar ist. Das Beispiel 


20 . 
s=|(, “1 EN 


zeigt, daß dies nicht immer der Fall ist. Es gilt aber folgender 
Satz III. Vorausgesetzt sei, daß (**) für jedes qg mit ganzem & und (***) reell lösbar 
ist. Dann gibt es im Geschlecht von © ein ©*, für das 
KOrX=-T 
mit ganzem X lösbar ist. 
Siegel hat diesen Satz unter Benutzung des Hasse-Legendreschen Satzes bewiesen 3). 
Im sechsten Paragraphen des vorliegenden Aufsatzes soll gezeigt werden, wie man diesen Satz 


ohne Verwendung der rationalen Theorie der quadratischen Formen aus dem Geschlechter- 
satz ableiten kann. Der so gefundene Beweis von Satz III ist dann einheitlicher als der 


s) $., 550. 
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Siegelsche, weil man direkt von der mod g ganzzahligen Lösbarkeit von (**) auf die 
vanzzahlige L,ösbarkeit von X S*X = T schließt. 

E Es sei noch bemerkt, daß der Vorteil des Geschlechtersatzes gegenüber den bis- 
herigen Resultaten der Geschlechtertheorie darin liegt, daß weder Elementarteiler noch 
quadratische Restsymbole explizit vorkommen. Infolgedessen ist es nicht nötig, bei der 
Formulierung dieses Satzes Fallunterscheidungen zu machen, was bei den bisherigen 
Sätzen der Geschlechtertheorie immer nötig war. Ferner wird es aus dem gleichen Grund 
auch nieht allzu schwierig sein, den Geschlechtersatz auf quadratische Formen in alge- 
braischen Zahlkörpern zu übertragen. 


$2. Hilfsbetrachtungen über Gaußsche Summen. 
Beim Beweis des Geschlechtersatzes sind die Gaußschen Summen von Bedeutung 
weil sie bestimmte Invarianzeigenschaften und eine Reziprozitätsformel haben. 
Man definiert für die quadratische Form r’ Sr mit der ganzen m-reihigen symmetri- 
schen Matrix © und der variablen m-gliedrigen Spalte x, deren Elemente #,, 3, - » +, In 
seien, die Gaußsche Summe 6,(&) durch 


TE Pr 
(1) ‚(©) = 


Dabei ist q irgendein fester natürlicher Modul, und die Elemente von x durchlaufen unab- 
hängig voneinander ein volles Restsystem mod q. Die Summe 6,(&) ändert sich nicht, 
wenn man die Elemente von © und r durch andere Repräsentanten ihrer Restklasse 
mod g ersetzt. Ist ferner ® eine m-reihige Matrix, deren Determinante zu g teılerfremd 
ist, also eine mod qg ganzzahlig umkehrbare Matrix, so gilt 
(2) G,(S) = G,(B 
Denn mit x durchläuft auch ®x ein volles Restsystem mod g. Man nennt Matrizen ® 
mit dieser Eigenschaft unimodular mod g. Deshalb kann man Formel (2) auch so aus- 
sprechen: G,(S) ist invariant gegenüber mod q unimodularer Transformation von ©. 
In der Folge werden noch einige andere Eigenschaften von G,(&) benutzt, die eben- 
falls leicht aufzuweisen sind. Man sieht ohne weiteres, daß bei beliebigem natürlichem « 


Vu 


{ Sy. 
SY). 


(3) Gu(aS) = a"G,(&) 
ist. Ferner ist für g= rk mit (r,k) = 1 
(4) G,(S) = 6,(kS) Gı(r®). 
Um das nachzuprüfen, braucht man nur in (1) 
=ny+hz 


einzutragen, wo 4) und 3 m-gliedrige variable Spalten bedeuten. Wenn nämlich die Ele- 
mente von d) ein volles Restsystem mod k und die Elemente von 5 ein volles Restsystein 
mod r durchlaufen, so durchlaufen die Elemente von x ein volles Restsystem mod g. 
Bei dieser Substitution wird 
(rd + k3)’S (ry + kz3) = r?y’ Sy + 2rky'Sz + k?3’©;. 
Da 21’S; für ganzes y und 5 stets ganz ist, erhält man aus (1) sofort (4). 
Nun sei © einreihig, und zwar & = yd, wobei d eine ganze von Null verschiedene 


ur i ’ FOBER d 
Zahl bedeutet. Weiter sei p eine zu 2qd teilerfremde Primzahl, und | bedeute das 
p 


Legendresche quadratische Restsymbol. Dann ist 


(5) | G,(gd) = & G,(g): 


p 
Einen einfachen Beweis dieser Formel findet man z. B. bei Bachmann *). 


*) P. Bachmann, Die analytische Zahlentheorie (Leipzig 1894), 155, 
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Während man die bisherigen Formeln über Gaußsche Summen durch algebraische A 
Umformungen erhält, braucht man zum Beweis der folgenden Reziprozitätsformel ana- 
Iytische Hilfsmittel. Der absolute Betrag der Determinante von © sei mit s bezeichnet. 
Wie in der Einleitung bedeute das Zahlenpaar «, m — u die Signatur von ©; weiter 


\ 
sei u — (m — u) = o gesetzt. Man nennt © gerade oder ungerade, je nachdem die 
quadratische Form x’&r nur gerade Zahlen darstellt oder auch ungerade. Sind jetzt 

ua : 2 . . . . e Sc 
annd b natürliche Zahlen derart, daß ab gerade ist bei ungeradem ©, dann gilt die Rezi- 
ns JA 
prozitätsformel 
1 
m zia ni m 1 zib 
\ vn y vr u 5) 5) ee vor E 
(6) b ?’ze® =e!: a °s? ne *® ” 
r(b) x(sa) d 
Diese Formel wurde von Krazer bewiesen ?). Der Beweis sei hier noch einmal kurz an- 
regeben, weil die Formel für die weiteren Überlegungen grundlegend ist. d 
Beweis. Für variables positives / wird I 
m - . a ud iu 
1E--ı -5©=7% 
b 
resetzt, wobei & die Einheitsmatrix bedeutet. Ferner sei 
.- n BER: y ee Ca m 
(4) (2) -.-c ng 


wo ı alle ganzen m-gliedrigen Spalten durchläuft. Weil 4> 0 ist, konvergiert diese 
Reihe absolut. Aus der Transformationsformel der d-Funktion ergibt sich dann, dab 
f(7) auch die Entwicklung 


a ı Cm e) y m—] j 
H)=l|i| 2 2er 
5 
hat. Man rechnet sich aus, daß dabeı 
FE, .b Fr pP w—d 176 PR 
Ry i— & +4-— STE — IT) 
a a? 


ist. Nun macht man dıe Substitution t = r, + sar und läßt x, alle Reste mod sa und x 
wieder alle ganzen Spalten durchlaufen. Dann wird 





1 r b - 1 
. ’ — —nı go ”g u a 0 a "m. et 
f(#) T| 2 % e Too ı 5 el? s°(a 1; ly, + STE — AT ly(u 1; Ir, F L), | 
Lı(sa) L 


Deshalb wird für 4-0 


1 
Dabeı ıst noch der Wert von | TI ? für > 0 zu bestimmen. Zu diesem Zweck transfor- 


An 


h ae RT ei - 
miert man A&E — ı ze mit einer solchen reellen orthogonalen Matrix O, für die D SO =T 


ist, wobei D eine Diagonalmatrix bedeutet. Die Diagonalelemente von D seien mit 
di, da, ..., dm bezeichnet. Dann wird 


an 
nz u ze a ö ‚a 
IE — ı S ie — ı D|= ( I da) 
ur b BE“ 


°) A. Krazer, Zur Theorie der mehrfachen Gaußschen Summen, H. Weber-Festschrift (Leipzig 1912), 181. 
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Andrerseits erhält man aus (7) für = 0 


A) m (b2i) 2 Ne ® vr 
x(b) 


\us den drei asymptotischen Gleichungen folgt jetzt sofort die Richtigkeit der Formel (6). 

Aus der Reziprozitätsformel (6) folgt eine weitere für den Beweis des Geschlechter- 
satzes wichtige Formel. Es ist dabei zweckmäßig den Nenner einer rationalen Matrix 
zu definieren. Man nennt die symmetrische Matrix M = (m;) halbganz, wenn die 
quadratische Form {Mr ganz ist für alle ganzen r, wenn also my; und Amy (l + k) ganz 
sind. Für beliebiges rationales symmetrisches M sei dann unter dem Nenner v von M 
die kleinste natürliche Zahl verstanden, so daß »W halbganz ist. 

© sei wieder unsere ganze symmetrische Matrix, E irgendeine ganze m-reihige Matrix 
derart, daß der absolute Betrag c ihrer Determinante > 0 ist, und g sei wieder eine natür- 
liche Zahl. Es wird dann T = E’&E gesetzt und behauptet: 


a7 ( u . : 
Ist der Nenner von I. TI” tellerfremd zu e, so gilt 


4 
(5) Gr) = cl). 
Bewers. Aus (6) folgt 
m 
un “lg DE EEE. FF? 
G,(X) = ® 4 | 5) (e* s) Mr z Be . 


x(2c?s) 


. ( ER. . . . . 
en Nenner von 3 I” bezeichnet man mit f und ersetzt in der rechten Summe x dureh 
+ 


ı* + /y, wo 4) eine beliebige ganze m-gliedrige Spalte bedeutet. Dann wird 


: POS. u ya 
ir l, —— 1 l,« 
e -_ e - 
Also wırd auch 
JE m a2 .\M ER, 
1 —L A L 23 71 —Lı X 
z= (‘ \'. 2 i 
x(2c? s) r(f) 


Weil aber f zu ce teilerfremd sein sollte, kann man nach Formel (2) in der rechten Summe 
j Ei j vım . . u; \ 

! durch Er ersetzen. Jetzt wendet man noch auf G,(&) die Reziprozitätsformel (6) an 
und beachtet, daß 


r q 2 Alliaaen ‘ N m Br 
x —ä 3 vs: 2s re , vo: 
e - . = e _ 
m \ j m 
L(2>) f r(f) 


besteht. Durch Eintragen ergibt sich sofort die Formel (8). 


S 3. Hilfsbetrachtungen über Kongruenzen. 
Es sei wieder d eine ganze von Null verschiedene Zahl, P sei das Produkt über die 
verschiedenen ungeraden Primteiler von d, und es sei | d | = D gesetzt. © habe dieselbe 
Bedeutung wie bisher. Über den natürlichen Modul g soll jetzt vorausgesetzt werden: 
SDP \y. 


| 
Dann besagt 
Ilfssatz 1. Es sei r eine natürliche Zahl die keine anderen Primfaktoren enthält 


als q. Gibt es dann ein zu q teilerfremdes x, so daß 


(9) |©|=daz (mod g) 
besteht, so ist auch die Kongruenz 
(10) | © | == da? (mod gr) 


mil einem zu q tellerfremden x lösbar. 
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Den Beweis braucht man nur für den Fall zu führen, daß r Primzahl ist. Aus (9) 
entnimmt man |& | = dr} -- ge mit ganzem c. Man setzt 


( 
2-04 9,9 


mit ganzem y. Nach (10) soll dann gelten: 


2 
Sr 
dız + ge = dar + yX,Y + y° (mod gr). 
‚ m. . ie . ( . 
\Weren der Teilbarkeitsvoraussetzung über q ist u ganz; daher wird 
rd 


= xy (mod r). 


Diese Kongruenz hat eine Lösung y, weil ja (2, 9) = 1, also auch (x,, r) = 1 ist. Damit 
ıst Hilfssatz 1 bewiesen. 


Man sagt, eine Zahl k wird durch r’&r mod g primitie dargestellt, wenn r’&r /: 


(mod y) ıst, mit ganzem x und so, daß (X, &a, - - ., 4,9) = 1 Ist. 
Nun seı m > 2, und es gelte 


I! 


O1 


= d (mod y). 
Weiter sei angenommen, daß es eine natürliche zu g teilerfremde Zahl k gibt, die durch 


x’ ©r modulo q darstellbar ist. Im Fall m = 2 sei außerdem k Primzahl, und das Legen- 


dresche Symbol we habe den Wert + 1. Dann besagt 


Ililfssatz 2. Bei gegebenem natürlichem Exponenten b gibt es eine ganze symmetrische 
Matrix ©, mit den Eigenschaften 

I) S, =: © (mod), 2) | S,|=d (mod gk’), 

3) k ist durch x’S,x mod qk® primitiv darstellbar. 

Beweis. Mit ©, bezeichne man die Diagonalmatrıx mit den Diagonalelementen 
d,i,...,1. Man wähle & und » so, daß die Kongruenzen 


gs = 1 (mod k”), kn = 1 (mod g) 
erfüllt sind, und setze 
Ss = W"1S+ 485. 
Dann hat &, die Eigenschaften 1) und 2). Man hat nur noch festzustellen, daß k durch 
ıY'&,r mod A” primitiv darstellbar ist, denn dann ist für ©, auch 3) erfüllt. 
Zunächst sei b = 1. Die Kongruenz 
dad+n + +2 =k (modk) 


2 —d 
ist für m = 2 wegen |- k 


m > 2 primitiv lösbar, weil sogar stets 


da? + 23 -- a2 = k (mod k) 


— +1, k Primzahl, primitiv lösbar. Sie ist aber auch für 


primitiv lösbar ist. 


9 


2 2 u er A 
Jetzt sı b>1 und da - 23 +: + am = k (mod k) lösbar unter der 


Bedingung (2, 2,, ...,2,, k) = 1. Dann setzt man x, + K y, statt x, und erhält 


m? 


» 


b-—1 2 ! t b—1 - 1 f b—] yi 

dx, +Kk y) + (2%. + k' I tr +, + 
2 4 1} _ ‘ b—] N N dl 

a, + ++. +% (div, str. +° +29) (mod &). 
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Man hat jetzt nur noch %,, Ya, + +», 4,, 50 zu wählen, dab 


Er ar+r + —k 


‘) . BR _ Er u nn 
dry, + 2,9 1 F xy.) „d- (mod %) 
[i 

. . . . ‘ ‘ ‘ . . — b 
ist. Das ist möglich weil (dir, 23, .. ., 2.0,, 4) = 1 ist. Also ist k dureh v’S.r mod % 
primitiv darstellbar für beliebiges natürliches b. 


S 4. Der Geschlechtersatz. 

Zunächst soll die in der Einleitung gestellte Frage etwas anders formuliert werden. 
Gegeben sei das Zahlenpaar zu, m — u, wobei u und m -— u ganze Zahlen 0 sind, 
Weiter sei die natürliche Zahl D gegeben und 

(—1""D=d 
gesetzt. Drittens sei eine Klasse von symmetrischen m-reihigen Matrizen nach einen 
festen Modul qg gegeben, wobei y der Teilbarkeitsbedingung 

(11) 8DP |\yg 
genügen soll. Dabei bedeutet P? wie im vorigen Paragraphen das Produkt über alle unge- 
raden Primteiler von D. Die Bedingung (11) muß erfüllt sein, weıl später der Hilfssatz I 
angewandt wird. Die Gesamtheit der Matrizen der gegebenen Klasse modulo y soll zur 
Abkürzung mit &(g) bezeichnet werden; diese Klasse denkt man sich durch einen belie- 
bieen Repräsentanten © festgelegt. Unsere Frage lautet jetzt so: 

Wann gibt es eine ganze symmetrische Matrix ©, mit den Eigenschaften: 

1) S, gehört zu S(g), 2) ©, hat die Signatur u,m — u, 3) )S,|=d? 

Diese Frage ist für qg = 8D® gleichbedeutend mit der in der Einleitung gestellten 
Frage: Wann gehört zu gegebenen Invarianten (x), (P), (y) ein Geschlecht quadratischer 
Formen ? 

Man nimmt zunächst an, das gesuchte ©, existiert. Dann muß für jedes S aus ©(g) 
nach Definition der Äquivalenz mod yg (siehe $ 1) 


WVSAU = &S, (mod g), BS,B = © (mod y) 
sein mit ganzem WM und B. Durch Determinantenbildung folgt ‚BB ?d 5 \ (mod g) 


und |X21& | =d (mod g), also auch A? BB? =1A (mod ii Da nach (11) die 
Zahl qg durch 8DP teilbar ist, müssen | W | und |B | zu g teilerfremd sein. Deshalb muß 
für jedes 5 aus ©(g) die Kongruenz 
(12) © | = da? (mod g) 

mit einem zu g teilerfremden x lösbar sein. Damit ist eine erste notwendige Bedingung 
für die Existenz von ©, gefunden. Um eine zweite zu finden, betrachtet man die durch 
(1) definierte Gaußsche Summe 6G,(&). Wenn ©, existiert, ist nach Formel (6), angewandt 
mita=2undb=g, 


m 
ni ” 1 u, er 
' (' a u y Lo X 
= (ige 
1(2D) 


mit = u— (m— un). Da aber g der Bedingung (11) genügt, ist die rechte Summe 
gleich der Anzahl ihrer Elemente. Daraus folgt 


ri m 1 

G,(S,) = e*” (29)? D® 
Andrerseits ist G@,(S,) nur von der Restklasse von ©, mod q abhängig, und es besteht 
für alle S aus S(g) die Kongruenz S = B’&,® (mod q) mit mod q unimodularen ®. Also 
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ıst nach Formel (2) für jedes © aus ©(g) 
G,(8) = (5). 
Angenommen also, das gesuchte ©, existiert, dann muß für beliebiges © aus ©(g) 
ni m 1 

(13) Gl) = ee (M)* D® 
sein. 

Es ergab sich also: Wenn das gesuchte ©, existiert, dann besteht für beliebiges 
3 aus ©(q) die Kongruenz (12) mit zu g teilerfremdem x und die Relation (13). Nun 
ist zu zeigen, daß keine weiteren Relationen zwischen den drei Bestimmungsstücken 
Sienatur, absoluter Betrag der Determinante D und Klasse S(g) bestehen. Es ist also zu 
beweisen, daß der in der Einleitung für qg = 8D® bereits formulierte Geschlechtersatz 
richtig ist: 

(segeben seien das Zahlenpaar u, m — u und die natürlichen Zahlen D und q, ferner 
eine Klasse S(q). Die Bedingungen (11), (12) und (13) seien erfüllt. Dann gibt es in der 
Klasse S(q) eine ganze symmetrische Matrix ©, mit der Signatur u, m — u und der Deter- 
minante d. 

Dem Beweis werden einige Betrachtungen vorausgeschickt; dabei wird immer 
angenommen, daß u,m — u, D, qg und ©(g) gegeben und die Bedingungen (11), (12) und 
(13) erfüllt sind. 

Man nimmt zunächst an, es sei «= gegeben. Indem man in (13) zum Konjugiert- 
komplexen übergeht, ergibt sich, daß alle drei Bedingungen auch für — ©(g) anstelle 


S(q), u = m anstelle u = 0, (— 1)”d anstelle d erfüllt sind. Man nehme an, der Geschlech- 
tersatz sei für u = m bewiesen. Dann existiert ein — ©, in — &(g) mit der Signatur 


m, Ö und der Determinante (— 1)" d. Also ist ©, eine Matrix aus ©(g), ©, hat außerdem 
die Signatur 0, m und die Determinante d. Es genügt deshalb den Geschlechtersatz 
für «> 0 zu beweisen. 

Mit 2 bezeichnet man jetzt den größten gemeinsamen Teiler aller Elemente eines 
© aus ©(y) mit q. Dann ist / eine Invariante unserer Klasse modulo g. Für den Moment 


sel 
S= 4, ei, D=- FD, d= 14, 


weiter seı P, das Produkt aller ungeraden Primteiler von D,. Dann ist ?, Teiler von ?, 


und aus (11) entnimmt man 
sD,P,|q- 
Daraus, daß Bedingung (15) erfüllt ist, folgt dann unter Anwendung von (3) 
ni m l 
G(r)=et (2q)? Dr. 


l’erner ergibt sich aus (12) und aus Hılfssatz 1, daß die Kongruenz 
'T|=d,2 (mod g,) 

mit einem zu g, teilerfremden x lösbar ist. Angenommen nun der Geschlechtersatz sei 
für A = 1 bewiesen, dann kann man ihn für T, q, und D, anstelle ©, qg und D anwenden. 
Also existiert ein ganzes IT, mit | T, | = d, und der Signatur u, m — u, so daß außerdem 
T == WT,U (mod q,) mit irgendeinem mod g, unimodularen U besteht. Dann ist 1 
auch unımodular mod q. Nun setzt man ©, = AT, und prüft nach, daß ©, die ge- 
wünschten Eigenschaften hat. Infolgedessen darf für den weiteren Beweis vorausgesetzt 
werden, daß für die gegebene Klasse mod g die Zahl 4 = 1 ist. 


Es war vorausgesetzt worden, daß die Kongruenz (12) lösbar ist. Angenommen 
für ein ©, aus &(gq) sei speziell | ©, | = da? (mod g), mit einem gewissen zu g teilerfremden 











U 
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a, und es sei ab = 1 (mod g). Dann erhält man einen neuen Repräsentanten S von &(q), 
wenn man auf ©, die modyg unimodulare Transformation mit derjenigen Diagonal- 
matrix ausübt, deren erstes Diagonalelement b, deren übrige 1 sind. Dann wird 

(14) '&|=d (mod 9g). 

Durch eine weitere mod qg unimodulare Transformation von ©, deren Determinante 
= 1 (mod g) ist, kann man in bekannter Weise erreichen, daß das erste Element der 
neuen Matrix entweder zu q teilerfremd ist, oder mit q nur den Teiler 2 gemeinsam hat; 
es war ja vorausgesetzt, daß 4 =1 ist. Der letzte Fall tritt dabei nur dann stets ein, 
wenn © gerade ist. Weil q gerade ist, sind dann alle Matrizen der Klasse &(g) gerade. 
Falls das erste Element von © zu g teilerfremd ist, kann man nach dem Dirichletschen 
Satz über die Primzahlen in arithmetischen Reihen © in seiner Restklasse mod g noch 
so abändern, daß das erste Element eine positive Primzahl wird. Für m > 2 braucht 
man diese letzte Abänderung von © nicht notwendig vorzunehmen, für m = 2 muß sie 
beim folgenden Beweis gemacht werden, weil Hilfssatz 2 angewandt wird. 

Nun seien die Repräsentanten der gegebenen Klasse gerade (m > 2). Dabei wird 
weiter angenommen, daß für einen Repräsentanten © das erste Element mit qg nur den 
Teiler 2 gemeinsam hat. Diese Voraussetzung kann man machen, weil nur noch der 
Fall 4 = 1 zu behandeln ist. Mit D bezeichne man die Diagonalmatrix mit den Diagonal- 
elementen 2,1,...,1. Die Matrix T sei jetzt definiert durch 

(15) DTD = 26. 

T ıst dann eine ganze Matrix deren erstes Element zu g teilerfremd ist. Weiter ist für 
T die Kongruenz 

t= 2" 422 (mod 2"? 4), (2.0) =1, 
lösbar, weil (12) erfüllt sein soll. Man setzt zur Abkürzung 2" *d — d* und 24 = y*, 
wo c eine beliebige natürliche Zahl bedeutet. Aus Hilfssatz 1 folgt, daß auch die Kon- 
gruenz 

(16) T|ı=d*r (mod g*), (,0)=1, 
lösbar ist. Wir wollen, je nachdem ob m ungerade oder gerade ist ce = m oder ce = m -- 1 
wählen, so daß c immer eine ungerade Zahl > m ist. Nun betrachtet man die Summe 
G,(&). Die Anwendung von Formel (3) mit a = 2° ergibt 

1 1+m(e—1) 
2) 


Weil Bedingung (13) erfüllt sein soll, folgt dann 


P-1G(S)- | GLS). 


1 m 3m i m 1 


” N 1+m(c—1) a ER em © n 
(17) (=) Gl 5) = ei" DE gE 3% "= et’ m gi Dei 


mit D* = 2”"*D. Der Definitionsgleichung (15) entnimmt man 
G-(2TDID) = 6.26). 
c—1 
Nun kann man die Formel (8) mit 2? D und T anstelle CE und &, 2°& und g* anstelle 
Z und g anwenden. Es ist nämlich | © | = dx? + qy,, wo y eine von © abhängige ganze 


Zahl bedeutet und (x, g) = 1 ist. Also ist der Nenner von 7 &”' Teiler des Nenners von 


De 1y) 
2:6 +71 


Wegen Bedingung (11) ist dieser Nenner ungerade, also ist die Anwendung von Formel 
Journal für Mathematik. Bd. 182. Heft 1. b 
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(8) mit C—= 2? D gestattet. Daraus ergibt sich 


G.(2°5) = 2 G,(T) 
Deshalb folgt aus (17) 
ni m 1 
(18) GalT) = et” (2y*)2 Dr: . 
Daraus, daß (11) erfüllt sein soll und ce Z m ist, folgt ferner 
(19) 8PD*|g*. 


Man nimmt nun an, der Geschlechtersatz sei für die Klasse T(g*) bereits bewiesen. 
Weil die Bedingungen (16), (18) und (19) erfüllt sind, entnimmt man aus dem Ge- 
schlechtersatz, daß es ein ganzes 7, mit der Determinante d* und der Signatur u, m — u 
eibt, für das die Kongruenz T = WT,U (mod g*) mit einem mod g* unimodularen \ 
erfüllt ıst. Aus (15) ergibt sich dann 
25 = DU’T,UD (mod y*). 
Aus der Elementarteilertheorie entnimmt man, daß es zwei unimodulare Matrizen 3, 
und 3, derart gibt, daß UD = B,D+V, ist. Dabei bedeutet D* eine ganze Diagonal- 
matrix, deren Determinante durch 2 aber nicht durch 4 teilbar ist. Man kann sich ®, 
und 2%, so gewählt denken, daß das erste Diagonalelement von D* gerade ist. Dann 
kann man auch schreiben: 
UD = V,DU,, 

wo jetzt U, eine ganze Matrix bedeutet, deren Determinante zu g* teilerfremd sein muß, 
weil ( 11, g*) = 1 ist. Das trägt man in die letzte Kongruenz ein und erhält 

ee —_ Lırvag q* 

S 5 WOSTRB,DU, (mod). 


Setzt man noch 


1 
9 DV, TU PD= 6©,, 


* 
oe z i - h ( un, 
so ist ©, ganz und gehört zur Klasse S(g) weil S = W SU, (mod “ und g Teiler 
q* . ry* . (a . . Id „® 
von, ist. Wie man sofort sieht, hat außerdem ©, die Determinante d und die Signatur 


u, m — u. Ist also der Geschlechtersatz richtig für die Klasse T(q*), deren Matrizen unge- 
rade sind, dann ist er auch richtig für die Klasse ©(g). 


S$S 5. Der Induktionsschluß. 


Für m = 1 ıst der Geschlechtersatz trivialerweise richtig. Man hat nur ©, = d 
zu setzen; dann gehört ©, zur Klasse ©&(g) weil Bedingung (12) hier & —d (mod g) 
bedeutet. 

Von jetzt ab sei m 2 2. Vorausgesetzt wird wieder, daß die Zahlen u, m — u, 
D),q und die Klasse ©(g) gegeben und die Bedingungen (11), (12) und (13) erfüllt sind. 
Aus den letzten Abschnitten des vorigen Paragraphen entnimmt man dann: 

Für den weiteren Beweis kann man voraussetzen, daß 0 < „ist. Ferner kann man 
annehmen, daß für ein geeignetes © aus ©(g) auch Bedingung (14) erfüllt ist und © eine 
positive zu g teilerfremde Primzahl p zum ersten Element hat. Man kann weiter an- 
nehmen, das zweite Element s,, sei zu p teilerfremd. 

Unter diesen Voraussetzungen wird der Beweis mittels Induktion nach m geführt. 
Dabei wird von den Formeln (6) und (8), von Hilfssatz 2 und von der Formel für die 
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quadratische Ergänzung Gebrauch gemacht. Diese letzte Formel besagt, daß es eine 
(m — 1)-reihige ganze symmetrische Matrix 9 derart gibt, daß 


9 


u A ur or ed 
pe St— (pt + Ste + + sm m”? =Y Hy 
ist, wobei die Variablen z,, X, . . ., 2. zu der Spalte y zusammengefaßt sind. Man er- 
kennt sofort, daß mit 
en F 519, u. 6 Sim 
Be e 
n (6 


zwischen © und % die Beziehung 
2 du ee 
(20) pe=% )8 


besteht. Dabei bedeutet n die Nullspalte. 


Weil (p,g) = 1 ist, kann man, unter Anwendung von (2) mit B = p6, schreiben: 


>) 


2ri ’ 
Pipzı + 31a 22 4 p) SU 


G,(&) = -e 1 1 . 
Außerdem ändert sich wegen (2) der Wert von G,(S) nicht, wenn man die Spalte x der 
mod g unmmodularen Transformation 
PX, + Sıa%s + ° + Sm Im #, v) ı) 
unterwirft. Also ıst folgende Gleichung richtig: 
(21) G(S) = GP) P)- 


Die Summe G,(p9) soll unter Anwendung von (4) mit der Summe G,,(9) in Zusammen- 
hang gebracht werden. Zu diesem Zweck beachte man, daß aus der Formel für die 
quadratische Ergänzung folgt: 


2ni 


a ” u 4(812 Lı-t er ITTEZN 
G,(S8) = de » Pe 
»(49) v(p) 
Hierin ist die Substitution 
' » | l a o — . . . . i a 
Sad Tr" 7 Im Im HM, I Aero dm Im 


gestattet, ohne daß sich der Wert der Summe ändert; es war ja (sjs, p) = 1 vorausgesetzt. 
Also wird 


GB) = pP" N): 
Nun wendet man für die Summe G,(p$) in (21) die Formel (4) an und formt außerdem 
G,(p) mit Hilfe der Reziprozitätsformel (6) um. Dann geht (21) über in 
ni 1 3 
G,(S) = et (2)? p?" Cu): 


Nach Voraussetzung ist für © die Bedingung (15) erfüllt, so daß sich aus der letzten 
Gleichung 


[9 Y2 , 5 + „4 ei 2 2 

(22) Gy,(8) = & (2pg) ? D* 
ergibt, mit "= D= D*. 

Man unterbricht jetzt den Gedankengang und nimmt zunächst an es sei m = 2. 
Dann ist zu zeigen, daß aus (21) 


wi; 


—d Di in ae 
folgt, wo wieder () das Legendresche Symbol bedeutet. Nach Definition ist jetzt 
) 
SD = PSos -— $j2, Weswegen aus Bedingung (14) sofort 7 =|9, =d(modg) folgt. 
6* 
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Also besagt hier Formel (21) 

(23) G,(&) = 6G,(pd) G,(p) - 
Auf der linken Seite trägt man den Wert aus (13) ein. Dann wendet man auf die erste 
der beiden rechtsstehenden Summen die Formel (6) an. Man beachte dabei, daß 


2n — 2 — (— 1)" = List, weil # nur die Werte 1 und 2 haben kann. Auf diese Weise 
ergibt sich 


ni 1 ni , 
4 (Sp)? D—=G S” . 2ip 
e* (Spgq)? I Gr), 


Indem man die letzte der beiden Summen erst unter Benutzung von (3) und dann von 
(2) umformt, ergibt sich 
ai 1 
(24) e' (2pg)? = Gulp) 6, dg). 
AÄndrerseits ist nach Formel (5) 


’ -d\ 
G,(— dq) zer | = G,(4) , 


und nach (A) geht deshalb (24) über ın 


. (A, 
(25) pl) 


Es sei wieder m > 2. Weil für m = 2 das Symbol | 


_ den Wert -!- I hat, ent- 
nimmt man aus Hilfssatz 2, daß es in ©(g) ein © gibt mit En Eigenschaft 
(26) '©S'=d(mod p?g), 
bei irgendeinem festen natürlichen b, das später noch näher festgelegt werden soll. Ferner 
stellt r’Sr die Zahl p mod p®y primitiv dar, so daß man annehmen kann, © habe wieder 
p zum ersten Element. Ferner ist nach (26) mindestens eine der Zahlen s,1, Sı2} - - +, Sım 
zu p teilerfremd; wegen s,, = p kann man (s),, p) = 1 voraussetzen. Deshalb kann 
man nachträglich den zu Beginn des Paragraphen gewählten Repräsentanten © aus ©&(g) 
so festgelegt denken, daß © der Bedingung (26) genügt und wieder p zum ersten Element 
hat. 
Man braucht diese Eigenschaften von © um mit Hilfe der Formel (8) die Gleichung 
(22) umformen zu können. Man setzt zu diesem Zweck m = u oder m -- 1 = u, je nach- 
dem m ungerade oder gerade ist. Weiter setzt man p*q = q*. Nach Formel (3) ist 
dann 
GulprH) = em G,(5). 
u—1 
Nun wendet man Formel (8) mit 9, g* und p € anstelle &©,y und CE an. Danach ist 
(„—1)(m—1) 
Ge Ey er at) E 


h i RR ’ 
Man hat allerdings noch nachzuweisen, daß der Nenner » von dr 9" zu p teilerfremd ist. 


4 
Nach Formel (20) ist 


A a 
sl 5). 


n po 
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Andrerseits folgt aus Formel (26) 


(> BR | I_ ii 
Sl=d (1 7 


mit irgendeinem ganzen von © 1 y. Also ist » Teiler des Nenners von 


b 
j' (1 + a, 


infolgedessen ist (vr, p) = 1. Aus (22) folgt deshalb 
ni m—] 1 
(27) GelH) = ce!” (Ayr) 2 Dr: 


/ 
Das in (26) noch willkürliche d legt man jetzt durch die Bedingung 
b=u+2—m 
fest. Es ergibt sich zunächst aus (20), daß | pS | = p? | 9 | ist, weswegen aus (26) folgt 

(28). '9| = d* (mod 4*) 
mit d* = p"—?2d. Da ferner die Teilbarkeitsbedingung (11) erfüllt sein sollte und u — m 
ist, erkennt man auch 

(29) 8D*P* | g*, 
wobeı P* = pP das Produkt über die ungeraden Primteiler von D* = y"—: D ist. 

Nun nımmt manan, der Geschlechtersatz sei für m — 1 anstelle m bewiesen. Dann 
folgt aus (27), (28) und (29), daß eine ganze symmetrische Matrix 9, existiert mit den 
Eigenschaften 

| = dA, 2) _—_ von 5, ist n—1, m— un, 5)8UWS,U (mod y*), 


wobei (| 1 |,g*) =1 ist. Setzt man noch zur Abkürzung 


so folgt aus (20) 


(30) ySs=W E: s BL (mod g*). 


Ähnlich wie am Ende des vierten Paragraphen zeigt man, daß es eine unimodulare Matrix 
X, eine ganze Diagonalmatrix B mit der Determinante p und eine mod q* unimodulare 
Matrix U, derart gibt, daß 


ist. Nun setzt man 


m ee Mi — 
PU, „UP: 


r 1 do 
Trägt man das in (30) ein, so ergibt sich 
(31) pS = pW SU, (mod g*). 
Dabei ist ©, ganz, weil p&, ganz und nach (31) alle Elemente von p&, durch p teilbar 


q* 
p 
man sofort nach, daß ©, die Determinante d und die Signatur w, m — zı hat. Damit ist 
der Geschlechtersatz bewiesen. 


sind. Nach (31) ist weiter &, = © (mod g), weil q Teiler von ist. Endlich rechnet 


$ 6. Anwendung des Geschlechtersatzes. 
Man geht jetzt zurück auf die Gleichungen (**) und (***) der Einleitung. Darin 
war © ganz, symmetrisch, m-reihig und T ganz, symmetrisch, n-reihig. Die Determinanten 
von © und T seien S und 7; die absoluten Beträge von S und 7 seien s und 1 (st + 0). 
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Die Sigenalur von © sei wieder u, m — u, diejenige von 7 sei », n — vr; man nennt dann 
o = 0 — (m — ıı) den Index von © und ebenso = »— (n— vr) den Index von T. 
Das Ziel ist, den in der Einleitung formulierten Satz III zu beweisen. Von vornherein wird 
deshalb 

(32) 0su—rsm—n 
angenommen, weil für Satz III angenommen war, daß X 5X = T mit reellem % lösbar 
ist. Das ist aber dann und nur dann der Fall, wenn die Ungleichung (32) erfüllt ist. 


Zunächst betrachtet man die Kongruenz 


(33) KSX=T (mod g), 
wobei jetzt q eine feste natürliche Zahl sein soll, die der Bedingung 
(34) (2st!")?|g 


renügt. Man bezeichnet als mod g primitive Lösung von (33) eine solehe Lösung, die 
man durch hinzufügen von m —n Spalten zu einer mod g unimodularen Matrix er- 
ränzen kann. 

Man nimmt nun zunächst an, es sein < m und es existierte eine mod y primitive Lö- 
sung X = & von (33), wobei jetzt & eine andere Bedeutung hat als bisher. Man kann dann 
6 zu einer mod q unimodularen Matrix U ergänzen. Dabei ist U durch E nicht eindeutig 
lestgelegt; man greift für die weiteren Überlegungen unter allen möglichen U ein festes 
heraus. Nun setzt man 


T 7 
(35) S, = VON: 4 - (mod g), 


wobei Q ganz, (m — n)-spaltig und n-zeilig, AR ganz, symmetrisch und (m -— n)-reihig 


ist. Weil Q und R sieh aus U bestimmen, sind sie noch von der Wahl von U abhängig. 
Setzt man noch 


Fir ne 
y L I) - n:— er 
(36) (= din ee u’ ID EUN--OX 'Q) (mod gq), 


wo X die Nullmatrix bedeutet, so ist & m-reihig und ganz und 19 (m — n)-reihig, ganz 
und symmetrisch. Man rechnet sofort nach, daß die wiehtige Kongruenz 


u 


(37) rS,=W (o n ($ (mod g) 
s 2 N 9 - 


besteht. Um später für n < m Satz Ill beweisen zu können, zeigt man zunächst, dal 
aus dem Geschlechtersatz folgt: 

Satz IV. Ian nehme an, es existiert eine primitive Lösung -*£* = von (33) zu der 
die Matrix 9 durch (35) und (36) definiert ist. Dann existiert eine Matrix 9, vom Index 
o-—- r mıt den weiteren Eigenschaften 

I) 19, Ist ganz, 2) 29, = ID (mod g), 3, I|H|=ST". 

Weil Q und R von der speziellen Ergänzung von & zu ll abhängen, ıst auch 9 
davon abhängig. Man kann aber zeigen, daß jede beliebige Ergänzung von & zu Ul* ver- 
möge (35) und (36) zu einer solchen Matrix 9* führt, für die 29* tS (mod g) ıst ®). 
Deshalb ist das in Satz IV auftretende $, nicht mehr von der speziellen Wahl von U ab- 
hängig, sondern allein durch & bestimmt. 

Dem Beweis von Satz IV sei noch folgendes vorausgeschickt: 

Dieser Satz ist bereits bekannt; Siegel hat ihn zuerst bewiesen ?). Er zeigt nämlich 
zuerst, daß Satz III in einer gewissen Verschärfung richtig ist. Wie in der Einleitung schon 


°) S., 539, °) S., 559560, 
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bemerkt wurde, benutzt er dabei den Hasse-Legendreschen Satz aus der rationalen 
Theorie der quadratischen Formen. Erst unter Anwendung dieses Satzes konnte Siegel 
die Sätze III und IV beweisen. Bei dem Beweis des Siegelschen Hauptsatzes aus der ana- 
Iytischen Theorie der quadratischen Formen 8) braucht übrigens Siegel nicht Satz II, 
sondern nur Satz IV. Zur Vereinheitlichung des Siegelschen Beweises «dieses Haupt- 
satzes genügt es deshalb, Satz IV zu beweisen, ohne von der-rationalen Theorie der qua- 
dratischen Formen Gebrauch zu machen. Es wäre also in diesem Zusammenhang nicht 
nötig, zu zeigen, daß Satz III richtig ıst; am Schluß soll jedoch noch gezeigt werden, 
daß für m > n Satz Ill durch eine einfache Rechnung aus Satz IV folgt. Für m = n 
wird Satz III olıne weiteres mit Hilfe von Satz I bewiesen. Beim Beweis von Satz IV 
werden die Betrachtungen aus dem zweiten Paragraphen, der Hilfssatz I und der Ge- 
schlechtersatz benutzt. 

Beweis. Aus der Kongruenz (37) folgt durch Determinantenbildung 

(>85) es ID (mod y), uU 


Wegen (34) ist hier die Anwendung von Hilfssatz 1 gestattet, woraus folgt, daß 


t 


(39) 19 | = "ST" (mod g) 
mit zu q teilerfremdem x lösbar ist. 
Nun setzt man zur Abkürzung q = rt und 
{* 2 _q 
N 9 “ 
und betrachtet die Gaußsche Summe G,($’26). Darin ist weeen (37) die Matrix ©’ 26) 


> 


eanz. Die Anwendung der Formel (3) mit a = t ergibt 

(40) G,(5’LG) = I" G,UÖ’LS). 

Auf diese Summe wendet man noch Formel (8) mit © und {X anstelle GE und S an. Das 
ıst gestattet, weil die Kongruenz (38) besteht und g der Bedingung (>34) genügt. Also wird 

(41) G,UG’LG) = 1"G,(IR). 

Nun folgt aus (37), (40) und (Al) 
G,(?&) = G,(tT)G,(t9) . 
Auf G,(2 ©) und G,(tT) wendet man schließlich die Reziprozitätsformel (6) an und erhält 
. r “ (0) a 2 u . 

(42) G,(IS8) = e’ (29) ? (st )? 

Den Formeln (34), (39) und (42) entnimmt man, daß mit m —n, o — r, 19 und 
"ST anstelle m,o, © und d die Bedingungen (11), (12) und (13) aus dem vierten 
Parägraphen erfüllt sind. Nach dem Geschlechtersatz existiert also eine (m — n)-reihige 
ganze symmetrische Matrix 19, mit den Eigenschaften 

ID, » 19 (mod g), Index von 9, Ist 0 — Tr, |= ST". 
Damit ist Satz IV bewiesen. Man beachte dabeı, daß die Voraussetzung (32) notwendige 
war, damit das (m — n)-reihige 9, den Index o— r haben kann. 

Es sei jetzt nicht mehr der Fall m = n ausgeschlossen. Um Satz Ill zu beweisen, 
geht man wieder von der Kongruenz (33) aus, worin q der Bedingung (34) genügte. In 
Satz III war vorausgesetzt, daß eine Lösung X = ( von (***) für alle natürlichen y, 
also speziell eine Lösung von (33) existiert. Dieses & braucht jetzt nicht notwendig 
mod gq primitiv zu sein. Es sei daran erinnert, daß nach Definition E mod g primitiv ist, 
wenn es dureh Hinzufügen von m — n Spalten zu einer mod q unımodularen Matrix er- 
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gänzt werden kann. Dieses ist dann und nur dann der Fall, wenn der größte gemeinsame 
Teiler aller n-reihigen Unterdeterminanten von & zu g teilerfremd ist. Im allgemeinen 
ist das nicht erfüllt; einer Siegelschen Überlegung kann man aber immer folgendes ent- 
nehmen °): 

Es gibt eine ganze umkehrbare Matrix ft derart, daß EX" = ® ganz und primitiv ist. 
Deshalb ist !B’SB| eine’ ganze Zahl, also geht der absolute Betrag k von | St | zum 
Quadrat in |&’&E | auf. Angenommen es sei k = kır, wo k, nur solche Primfaktoren 
enthält, die in g aufgehen, und (r, g) = 1 ist. Indem man in (33) zu den Determinanten 
übergeht und beachtet, daß (34) erfüllt ist, sieht man daß 


kilt. 
Unter Benutzung der Elementarteilertheorie kann man schreiben 
= us, ’ 


wo | St, | = Ak, und (| U, |, q) = A ist. Man setzt noch kig, — 9, BU, — A und 
U =. 
T, ist dann eine ganze Matrix und (33) geht über in 
(43) WSA = T, (mod g,): 
Infolgedessen erhält man aus jeder beliebigen Lösung & von (33) eine primitive Lösung 
U von (43). Dabei ist analog zu (34) die Teilbarkeitsbedingung 


(2st}) ‚A 
erfüllt, wo 2, den absoluten Betrag der Determinante von T, bezeichnet. Man 
beachte noch, daß die Signaturen von T und 7, die gleichen sind. Angenommen nun, 
es sei bereits bewiesen, daß aus der Existenz eines primitiven W, das der Kongruenz 
(43) genügt, die Existenz eines ganzen W, derart folgt, daß für ein zum Geschlecht von © 
sehöriges &* 
A, SA, = 7, 

eilt. Dann folgt sofort durch Transformation mit I,, daß Satz III richtig ist. 

Hiermit hat sich gezeigt, daß man nur noch folgendes beweisen muß: Angenommen, 
es existiert eine mod q primitive Lösung 6 von (33), dann gibt es ein ganzes &, derart, dap 

(44) gS*+L, = 7T 
ist. 

Zuerst sei m = n. Dann wird angenommen, es existiert ein mod g unimodulares & 
derart, daß (33) erfüllt ist. Daraus folgt |6 ?5 = T (mod y), und aus (34) ergibt sich, daß 
s = tist. Wegen (32) haben außerdem © und T dieselbe Signatur. Nach Satz I gehören 
deshalb © und T zum selben Geschlecht, und (44) ist mit &* = T, &, = & erfüllt. 

Jetzt sei m > n. Man nimmt an, es liege eine mod g primitive Lösung & von (33) 
vor und E sei zu einer mod q unimodularen Matrix U ergänzt. Dann gelten die Formeln 
(35), (36) und (37). Aus Satz IV ergibt sich ferner, daß eine ganze Matrix 19, existiert, 


mit der Determinante {”""S7”' und dem Index o — r, für welche die Kongruenz 


(45) ID = 59,4, (mod g) 
mit einem mod qg unimodularen U, erfüllt ist. Setzt man bei n-reihigem & noch 
Bus EN 
. a6 3) 
(46) W RU, ) 


so ist auch % unimodular mod g, und es folgt durch Eintragen von (45) und (46) 





11 





ne 
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in (37) 
(47) ? 6, SW | ä WG (mod 4). 
N 
er Elementarteilertheorie entnimmt man wieder, daß sich W6) auch in der Form 
(48) WO = B,DW, 
schreiben läßt, wobei 3, unimodular, %, mod g unimodnlar ist und D eine ganze Dia- 
eonalmatrix mit | D | = !” bedeutet. Setzt man noch 
TN 
AK Ay . Dr Bu 
449 DI _ 9 r5*. 
( ) ri N Do | 


so folgt sofort aus (47) 
£ =... ( 
(50) Sm ©* [mod L) 


Die Elemente von 9, können im Nenner nur Teiler von ! haben, also die Elemente von 
S* ım Nenner nur Teiler von i?. Andrerseits ist aber (50) erfüllt, woraus folgt, dab S* 
eanz ist. Weil | 9, = ST" und | D = t” ist, folgt aus (49), daß | &* Sıst. Weil 
S, den Index o — r hat, folgt weiter, daß ©* den Index o hat. Hieraus und aus der 
Äquivalenz (50) folgt unter Anwendung von Satz I ($ 1), daß &* zum Geschlecht von 
> gehört. 

Man bezeichnet nun mit €, die ersten » Spalten von W,; dann ıst E, ganz, und ınan 
hat noch zu zeigen, daß GE, der Gleichung (44) genügt. Zu diesem Zweck beachtet ınan, 
daß nach (48) und (49) 

(2 R 


Rn 9 


eilt. Andrerseits entnimmt man aus (36) und (46) 


x U 
Trägt man das in die vorhergehende Gleichung ein, dann erkennt man sofort, daß die 
ersten n Spalten E, von W, der Gleichung (44) genügen. 

Damit ist Satz III bewiesen. Will man noch zeigen, daß die von Siegel bewiesene 
Verschärfung dieses Satzes gilt, so muß man von zwei weiteren Hilfsbetrachtungen 
Gebrauch machen !"). Das bereitet keine besonderen Schwierigkeiten, weswegen hier 
nicht weiter darauf eingegangen wird, zumal bei der Anwendung der Überlegungen 
dieses letzten Paragraphen auf den Beweis des Siegelschen Hauptsatzes nur von Satz IV 
Gebrauch gemacht wird. 


Ds 


10) S., 534, Hilfssatz 6; 548, Hilfssatz 19. 


Eingegangen 31. März 1939. 
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Ein vereinfachtes Axiomensystem für Gruppen. 


Von P. Lorenzen ın Bonn. 


( sei eine Menge, a, b,.... ihre Elemente und A(a, b, c) eine Relation in @. Wir sagen, 
Rt definiert eine Multiplikation (ab = c) bzw. eine Division (c/b = a), wenn für alle a, b 
bzw. c, b höchstens ein c bzw. a existiert mit R(a, b, c). 
Definition: Wenn R eine Multiplikation definiert, die 
A) für alle a,b existiert das Produkt ab, 
B) für alle a,b, ce gilt (ab) ce = a(bc), falls diese Produkte existieren, 
G) es gibt ein e, zu dem für alle a ein a’ existiert mit aa=eundea=a 
erfüllt, so heißt G eine Gruppe bezgl. R. 
Satz 1: Wenn AR eine Division. definiert die 
A) für alle a,b existiert der Quotient a/b, 
B) für alle a,b, ec gilt a/c/b/c = a/b, falls diese Quotienten existieren, 
T) es gibt ein d, zu dem für alle a ein a existiert mit d/a = a 
erfüllt, so ist G eine Gruppe bezgl. A. 


Beweis:1) Ausd/a = a, d/b = b folgt 
b/a/b = d/b/a/b = d/a = a 
und a/a = d/ajd/a = d/d = e. 
2) Für alle a,b existieren a’, c mit 
ela =a,b/e=a, woraus 
ale = eja’Ja’/a’ = e/a' = a 
und c/b= c/eb/e = eja’ — a folgt. 





3) Aus a/ce = b/c 
folgt a/eje/e = bjefelc 

ale = bje 

a=bd. 


4) Also definiert A eine Multiplikation, für die A nach 2), B wegen 
(ab)e/be = (ab)c/e|be/e = ab/b = a = a(be)/be 
und C nach 1) erfüllt ist. 
Aus Satz 1 folgt sofort 
Satz 2: Wenn G nichtleer und endlich ist, und AR eine Division definiert, die 
I) für alle a,db,c gilt a/c/b/e = a/b, falls diese Quotienten existieren, 
Il) für alle a,b existiert ein ce mit ale =b 
erfüllt, so ist @ eine Gruppe bezgl. R. 
Anmerkung: Ist G nichtleer und ersetzt man in den Voraussetzungen von Satz 1 T) durch: 





für alle a,b gilt ala/b = b, falls diese Quotienten existieren, 
so erhält man ein Axiomensystem für abelsche Gruppen. 


Eingegangen 12. November 1939. 
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Über algebraische Flächen mit Büscheln 


elliptischer Kurven. 


Von Kurt Rosenfeldt in Halle-Saale. 


Es sollen im folgenden Flächen, die ein lineares Büschel elliptischer Kurven mit 
mindestens einem einfachen oder doppelten Basispunkt besitzen, in Doppelebenen trans- 
formiert werden. Diese Doppelebenen sind rational oder halbrational !). Hierbei wird 
die von Herrn H. W. E. Jung entwickelte Theorie der algebraischen Funktionen zweier 
unabhängigen Veränderlichen zugrunde gelegt. Auch werden die dort üblichen Bezeich- 
nungen benutzt. 


Die algebraische Fläche sei durch die Gleichung 


(1) f(ryz) = 0 
definiert. Wir betrachten ın (1) z als algebraische Funktion von x, y. Dann ist A(«yz) 
der Körper der algebraischen Funktionen der beiden unabhängigen Veränderlichen 
x und y. 

Das Büschel <®) elliptischer Kurven läßt sich durch eine Gleichung ©, — £%, = 0 
darstellen, wobei ®, und ®, die irgend zwei Kurven des Büschels entsprechenden Divi- 
soren des Körpers sind. Da sie zur selben Divisorenklasse gehören, ist 

6 
"6 
eine Funktion des Körpers A(xyz2). 

Wir wählen jetzt & als unabhängige Veränderliche und z, y so, daß A(axyz) = A(£yz) 
ist.” Die Stellen seien so definiert, daß & überall einen bestimmten Wert hat. In At&yz) 


sei &= %, Bei dieser birationalen Transformation, die A(xzyz) in K(£yz) überführt, 


Lo 
ist das Büschel (<&) übergegangen in (X). Ist der Punkt P Basıspunkt von <®), so 
gehören zu den bei P liegenden Stellen des Körpers A(xyz) Primteiler zweiter Art a,, die 
in K(&yz) Primteiler erster Art sind. W; seien diese Primteiler. 

Es sei (A, 2) = r,. Dann ist r, > 0 für mindestens ein ı. Für X = 0, wo Y irgendein 
Primteiler aus (2) ist, geht der Körper A(xyz) über in den Körper der algebraischen 
Funktionen einer unabhängigen Veränderlichen, die WX; gehen über in Divisoren g, dieses 
Körpers. Die Ordnung von g, ist r.. 


1) J.v.$z. Nagy, Über die arithmetische Theorie der ternären Gleichungen höheren Geschlechts, Math. Ann, 
73 (1912), Über arithmetische Eigenschaften algebraischer Kurven, Berichte aus Ungarn 26 (1908). 


1* 
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a, ist rational in %, daß heißt, die dem Divisor entsprechende Punktgruppe hängt 
rational von & ab. Betrachtet man die nach Voraussetzung vorhandenen einfachen 
oder doppelten Basispunkte, so ergibt sich, daß mindestens ein g, existieren muß von 
der Ordnung 

r,=1 oder r, = 2. 
Kin solcher Divisor sei g und seine Ordnung r. 

Ist ın, bei festgehaltenem £, der Nenner von y in K(£&yz) = %, und ist n die Ordnung 

von nı, so lassen sich im Körper % für den Fall r = 1 Funktionen 


I = m 
und ım Fall r = 2 Funktionen 
u ° 
l; ZZ m? 


bilden, die rational von & abhängen, also dem Körper A(£, y, 2) angehören. Da das Ge- 
schlecht von X gleich 1 ist, gibt es nach dem Riemann-Rochschen Satz mindestens zwei 
linear unabhängige solcher Funktionen f,, fs. Dann ist 


f => 9 zung» F 
h 9% 
eine Funktion zweiter Ordnung in %, deren Koeffizienten rational von £ abhängen. bBe- 


trachten wir jetzt F als Funktion in A(£yz), 


F z— he 
5 
. BR ’ x . N . , . 0: . , 
so ist (2, Q) = 2. Setzen wir daher 7 = ui so ıst A(.xyz) eın Körper vom Grade 2 
u 


über dem Körper der rationalen Funktionen von £, 7. Dann läßt sich eın Z ın A(£yz) 
so finden, daß £? = f(£, n) die den Körper definierende Gleichung wird und 

K(ıyz) = K(£yz) = A(S, n, £) 
ist. Ist die Ordnung r eines solchen Divisors q, den wir zur Herstellung der Funktionen /, 
benutzt haben, nicht 1 oder 2, so würde man, wenn unter n der Grad der von & = 0 
ausgeschnittenen Kurven verstanden wird, eine Funktion zweiter Ordnung rational ın 
dem Körper X erhalten, indem man 


hildet. Dabei ist A so zu wählen, daß 
,n =2 mod.r 
ist. Damit r so gewählt werden kann, ist notwendig und hinreichend, daß der größte 
eemeinsame Teiler (nr, r) = 1 oder 2 ist. 
Die Mehrgeschlechter der so erhaltenen Doppelebene Z? = f(£, ;) verschwinden. 
Denn ist (®) die kanonische Klasse von K(xyz), so gilt: 
($, &8) = 2p — 2 + 20 
($,8) = 2p — 2 +20 — (9, ©), 


?2) K. Sander, Rationale Herstellungeiner Normalbasis für die Vielfachen eines Divisors, Dissertation Halle 1927. 
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wenn man unter 20 die Ordnung des Divisors der mehrfachen Stellen eines allgemeinen 
Divisors & versteht. Da p = 1 ıst, so folgt daraus: 
(5, 8) = 20 — (6, ©). 

Da die Divisoren ® des Büschels (6) sich nur in den festen Stellen des Büschels schneiden, 
und da ein allgemeiner Divisor des Büschels nur in den festen Stellen mehrfache Punkte 
haben kann, da ferner nach Voraussetzung ($, &) > 0 ist, so ıst 

20 — (8, 6) <0, 
also 

(9, 8) <N. 
Daraus folgt ?) 

{= 0 für a>0. 


j 


3) Gerhard Görner, Kennzeichnung der halbrationalen Körper, Dissertation Halle 1936. 


Eingegangen 12. April 1939. 
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Die Singularitäten der Elementarkurven. 


Von Otto Delvendahl in Breslau, z. Zt. im Felde. 


\l. Linsmann!) hat eine Klassifikation der Singularitäten angegeben, die auf ebenen 
oder auf räumlichen Elementarkurven vorkommen können. Er erhält bei den ebenen 
Iülementarkurven vier und bei den räumlichen Elementarkurven acht verschiedene 
Arten von Singularitäten und gibt außerdem eine vollständige Übersicht der jeweils 
möglichen Singularitäten an, nach der auch der duale Fall eines jeden Typs gefunden 
werden kann. 

Hier soll die entsprechende Übersicht über die Arten der Singularitäten angegeben 
werden, die auf einer im projektiven Raum R,(n Z 2) der Dimension n gelegenen Ele- 
mentarkurve vorkommen können. Es ergeben sich in diesem Falle 2" verschiedene 
Typen. Die Klassifikation wird mit Hilfe geeignet gewählter R„_1-Büschel bzw. Punkt- 
büschel durchgeführt. 

Nach Fertigstellung des Manuskripts wurde ich freundlicherweise durch Herrn 
Haupt auf zwei Arbeiten von F. Denk?) und P. Scherk?) aufmerksam gemacht, mit 
denen die vorliegende Arbeit sich eng berührt. Die Arbeit von Herrn Denk enthält den 
Grundgedanken einer Kennzeichnung der Singularitäten der Elementarkurven, die im 
lörgebnis mit der hier beschriebenen übereinstimmt, und die genaue Beziehung zwischen 
der Kennzeichnung eines Kurvenpunktes und seiner Ordnung, während in vorliegender 
Arbeit die Ordnung nur nach unten abgeschätzt wird. In der Arbeit von Herrn Scherk 
wird die Denksche Kennzeichnung als „Charakteristik“ verwendet; die Beziehung 
zwischen der Charakteristik eines Kurvenpunktes und der Charakteristik seines dualen 
Tvps wird in einer Fußnote der Scherkschen Arbeit ohne Beweis erwähnt (a. a. O.?), 190). 
Außerdem wird durch die Scherksche Arbeit ein Teil der hier gemachten Voraussetzungen 
entbehrlich, worauf an entsprechender Stelle hingewiesen werden soll. Trotzdem erschien 
mir die Veröffentlichung der vorliegenden Arbeit gerechtfertigt. Denn die erwähnte 
Arbeit von F. Denk enthält keinen Beweis, und die erwähnte Arbeit von P. Scherk 
unterscheidet sich von meiner Beweismethode; ich habe mich nämlich im Unterschiede 
zu P. Scherk vor allem bemüht, die Grundgedanken der in Fußnote!) zitierten Arbeit 
von M. Linsmann unter hauptsächlicher. Benutzung der in Fußnote °) zitierten Arbeit 
von OÖ. Haupt auf den n-dimensionalen Raum zu verallgemeinern. 

l. Untere Indizes bedeuten im folgenden stets Dimensionszahlen; der untere 
Index — 1 bezeichnet den leeren Raum. Der Raum größter Dimension, der zwei Räumen 


1) M. Linsmann, Sur les singularitcs des courbes el&mentaires en g6ometrie finie I, II; Acad. Belgique Bull. 
Cl. Sei. (5) 22 (1936), 688—698, 873—884. 

2) F, Denk, Über elementare Punkte höherer Ordnung auf Kurven im R,; Sitzungsberichte der phys.-med. 
Soz. Erlangen 67/68 (1935/36), 1—. 

3) P, Scherk, Über differenzierbare Kurven und Bögen 1, II; Casopis pro pöstoväni matematiky a fysiky 66 
(1937), 165191. 
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R, und AR, gemeinsam ist, wird durch das Produkt R,R, und der Raum kleinster Dimen- 
sion, der zwei Räume A, und A, enthält, durch die Summe AR, + R, bezeichnet. 
Unter der Relativordnung einer Punktmenge des A, in bezug auf einen A, 
(1 =sg=sn—1) versteht man die maximale, wirklich erreichte Anzahl verschiedener 
Punkte der Menge, die einem durch Zt, gehenden A,„_, angehören, und die nicht schon in 
It, liegen. Unter der Relativklasse einer Menge von Räumen /?,_ı des AR, in bezug aul 
einen R,(0O Sg =<Sn) versteht man die maximale, wirklich erreichte Anzahl verschiedener 
Elemente der Menge, die durch einen Punkt des /?, gehen, und die nicht schon den 7?, ent- 
halten. Die Relativordnung in bezug auf den A_, wird auch als Ordnung und die Relativ- 
klasse in bezug auf den A, als Alasse bezeichnet. Die Relativordnung in bezug auf einen 
R„-ı und ebenso die Relativklasse in bezug auf einen A, ist nur des Wertes O fähig. 
Im A, seien n eineindeutige, stetige Funktionen R,=f,(2) (a<zı<b; 
p=0,...,n —1) gegeben, unter denen die folgenden Beziehungen gelten sollen: 


lim mw (x) u. /,(2)} — /,e) (p F 2, so hf l), 
lim 4, I, = a) (p=0,1,..,n—2). 


(Diese Beziehungen enthalten im besonderen die Forderung der Existenz der vorkom- 
menden Grenzwerte.) Außerdem soll es zu jedem von b verschiedenen Parameterwert .r! 
eine obere Umgebung und zu jedem von a verschiedenen Parameterwert x? eine untere 
Umgebung auf der Strecke <a, by so geben, daß für x auf der betreffenden einseitigen 
Umgebung von x«(i=1,2) der Bogen R, = fu(2) die Ordnung n und der Bogen 
R„-ı = fn-ı(r) die Klasse n hat. Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, dann heißt das 
Bild R, = fo(r) der Strecke (a, b) eine Elementarkurve und RZ = f,(«') (p = 1,2,...,n—1) 
Berührungs-R, an die Elementarkurve im Punkte A, = fu(x’). Auf die Möglichkeit, 
den Begriff der Elementarkurve unter weniger Voraussetzungen zu erklären, soll hier 
nicht eingegangen werden ?). 

2. Es sei Ri = f,(x}) ein von f,(d) verschiedener Punkt einer Elementarkurve 
R,= fulz) (a <x<sb) mit den Berührungsräumen AR, = (2) (p=1,2,...,n—1) 
und U*(x') eine obere Umgebung von «', deren Bild f,(x) die Ordnung n und deren Bild 
f„_,(x2) die Klasse n hat. Dann ist die Relativordnung von /,(x) für x < U "(«') in bezug 
auf f,(a') gleich n— 1 — p und die Relativklasse von /,_,(2) für x < U*(x') in bezug 
auf f,(x!) gleich p. Die erste dieser Behauptungen beweist man durch Anwendung der 
Beziehung 


lim {,_ (a) +4, =) für h=p,p—1h,...,| 


und*die andere durch Anwendung der Beziehung 
lım hal) =/,() fürh=pp+1l..,n—2; 


für p= 0 und für p= n—-1 sind beide Behauptungen offenbar richtig. 
Ist nun R,(q —0,1,...,n — 1) ein Raum der Dimension g, der (2?) enthält, 


dann ist die Relativordnung des Bogens f,() in bezug auf den A, für x < U*(x') höchstens 


4) Die Gültigkeit der ersten Formel dieses Absatzes folgt für einseitigen Grenzübergang bereits aus der Voraus- 
setzung endlicher Ordnung des Bogens; vgl. G. Bouligand, Introduction & la geometrie infinitesimale directe, Paris 
(1932), 114, und I. Sauter, Zur Theorie der Bogen n-ter (Realitäts-)Ordnung im projektiven R,, Math. Zeitschr. 41 
(1936), 507—536 (hier: 520). Entsprechendes gilt für die zweite Formel des obigen Absatzes; P. Scherk hat (a. a. O.°), 
188) im Falle der Ordnung n des Bogens die zweite Formel aus der ersten hergeleitet. Er hat auch gezeigt, daß ein 
offener differenzierbarer Bogen der Ordnung n die Klasse n hat (a.a. O. ?), 181ff.). Daß alle Berührungsräume eines 
differenzierbaren Elementarbogens stetig sind, wurde von Hjelmslev bewiesen (vgl. P. Scherk, a. a. 0. ®), 177). 
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n —q. Durch Projektion von /,(x) aus A, auf einen zu AR, fremden R„_ı_, erkennt man 
dann, daß es eine obere Umgebung von x! gibt, deren Bild /,(x) in bezug auf den A, die 
Relativordnung n — 1 —g hat). Nimmt man noch die entsprechend zu beweisende 
duale Tatsache hinzu, so folgt: Zu jedem +Parameterwert x! aus <a, b) und zu jedem 


Raum A, (= 0,1,...,n—1) mit /_,(@) < R,<Jf,;(2') gibt es eine obere Um- 
1, 


eebung U” (x; R,) des Parameterwertes x' auf (a, b), deren Bild /,(x) in bezug auf den A, 
die Relativordnungn —1—qund deren Bild f,_,(x) in bezug auf den R, die Relativklasse y 


hat; U"(a'; R,) ist eine Funktion von A,, die für R, = f,(x') der Umgebung U*(x') 
gleichgesetzt werden kann, deren Bild /,(x) die Glen n ai deren Bild /,_,(x) die 


Klasse n hat. 
Es gelte ki: < <R, mh ), aber R, + xt); x* sei ein von «x! verschiedener 


Parameterwert aus U” A Al: u ist u p=(,1,...,n —1 stets 
fa) + 1,9) = R, 9). 

Wäre nämlich z. B. f(«*) .. PRERER | u = HR 

(h =1,2,...,n—p) 


so müßte einmal für ein Ä 


n—1’ 


gelten, da für Ah=1 


und fürk=n+1—p 
Has) > Ran 


gilt. Man wähle in diesem Falle auf der Strecke (x!, «®)h—1 verschiedene Werte 
(= 1,2,...,4—1) aus und beachte, daß wegen lim {f, (#’) -+ /,(2)} = f,(@') 


der Raum 
h—1 


ER ee „_(2') hl) Tr 112°) 7 /,(*) 


noch einen Punkt /,(y*) mit y* in einer vorgegebenen vollen Umgebung von «? ent- 
halten muß, falls nur der Parameterwert x auf (x, x?) hinreichend nahe bei x! liegt. 
Danach betrachte man den Raum 


h 
Mn: = I,_l") r& Alf) r Ina2,(2°) 7 j,(«' 


mit «+ x, aber x’ in hinreichender Nähe von x auf («!, 22), der wieder noch einen 
Punkt /u(y*+*') mit y**! ın einer vorgegebenen vollen Umgebung von 2? enthalten muß. 
So erhält man schließlich durch Fortsetzung dieses Verfahrens das Ergebnis, daß das 


Bild f(x) der Umgebung U*(x'; Rt) in bezug auf f,_,(% ') die Relativordnung n + 1—p 


hat, im Mu zur Erklärung von U*(«': R). 

Offenbar hat das Bild /,(x) der Strecke (x!, x?) in bezug auf /,_,(2}) + /,_s_,(2) 
die Relativordnung 1 und das e /„_,(2) der Strecke <x!, x?) in bezug - (da) f„_,(2°) 
die Relativklasse 1. Das ergibt sich durch zweimalige Anwendung des in 2, Absatz 1 be- 
schriebenen Beweisgedankens. 


°) Vgl. ©. Haupt, Ein Satz über die reellen Raumkurven vierter Ordnung und seine Verallgemeinerung: 
Math. Ann. 108 (1933), 126—142, 

*) Vgl. die Fremdheitsbedingung bei J. Sauter (a. a. O.*), 529) und die Vielfachheitszählung bei P. Scherk 
(a.a.0. ®), 174—175). 
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- 


Wegen der letzten beiden Per ar die zwei Bilder 
u r*) = — ‚1 2 » 
M; f_(2*) Eu en + Jo(? B, . PFRLE, 7,0 )/_,(%) 
der Strecke <.x!, 22) mit wac ee x monoton durchlaufene Teilbüschel. Die beiden 
Büschelträger von B,„_ı und B, sind zueinander fremd, und die einander entsprechenden 
Randelemente von D,_ı und B, liegen miteinander vereinigt. Es liegt sogar jedes Element 
aus D„_ı vereinigt mit einem Element aus BD, und umgekehrt. Das beweist man auf 
folgende Art unter Benutzung der Beziehung zwischen U*(x«'; R,) und R;: 

Es genügt, auf der Geraden fl) f,_,(2?) einen Punkt P anzugeben, der zu 
jedem Element von B,_ı und zu Be Element von D, fremd ist. Diese Eigenschaft 
, > BE y 2 s re B' ın an. 
kommt dem Punkt P=Rf,_,?) = R F.1(2) 7,_,(@?) zu. Man kann nämlich an 
nehmen, daß kein Randelement aus B,„_,ı oder aus B, mit P vereinigt liegt. Würde aber 
ein inneres Element aus B„_,; durch P gehen, so müßte es den A, enthalten. Daraus 


2) 


folgt nach demselben Verfahren, nach dem oben f (x!) + f (x?) = R, bewiesen 
p n—1—p n 


worden ist, daß der Bogen f,(x) für x < U*(x'; R,) in bezug auf den R, die Relativordnung 
rn — g hat, im Widerspruch zur Erklärung der Umgebung U*(x'; R,). Ebenso zeigt man, 
daß P kein innerer Punkt von B, ist. 
3. Aus der unter 2 bewiesenen Tatsache folgt: Diejenige Strecke 
LIES 

die für a0 <= x a? von /,_,(x) bestrichen wird, und der a; n f(x) für a! sr se 
sind fremd zu demselben durch f(&) + Fa _,(2?) und f_,(a') + ae” begrenzten 
Gebiet. Wegen der Beziehung lim Vf 2) + /,(2)} = en gilt außerdem: Ist A _, 


oz! 
. . N „1 u ‚1 . . . T + ‚1 R m 
ein Raum mit R,_f,,(2) = > ) so gibt es eine obere Umgebung ! he ; It’ _,) des 
Parameterwertes x!, deren Bild /,(x) fremd ist zu demselben dureh / (. )+/._._,(2?) 


und A7,_, begrenzten Gebiet wie der ganze Raum /,,,(#'), in dem die Strec u 


ITS) 
liegt, die für «! < x < a? von f,_,(x) bestrichen wird. Aus diesen beiden Lagebeziehungen 
folgt schließlich (am besten durch Projektion des Bogens /,(x) aus f,_,(2*) auf f,_ (a? 
wobei das Projektionsbild von /,(x!) durch (2, (x?) en — 


Sind R’_, und R, zwei Räume mit KR’ Br SE = 11: ae =],_ ), 


—1 —1 
so gibt es eine obere Umgebung U*(x'), deren beide Bilder /,(: he ur nn r”) f._ in 


fremd sind zu demselben durch R/_, und R,_ı begrenzten Gebiet”). Die Umgebung U* (.«') 
kann man sogar so wählen, daß die Abbildung R},_ı Ru_ı + fo(x) für ©< U*(x') monoton 
und stetig wird. Diese letzte Behauptung ist gleichbedeutend u der, daß das Bild /,(«) 
der Umgebung U*(x') in bezug auf den R)_» = R;_ıR„_ı die Relativordnung 1 hat. 
Um das einzusehen, betrachte man die Kette von Räumen 
Rh, d<R<h.,< << Bschs 


g—1 n—3 n—23 
es gibt eine obere Umgebung von «!, deren Bild /,(x) in bezug auf /,_,(x') die Relativ- 
ordnung n — g hat, und aus der Existenz einer oberen Umgebung von «', deren Bild /,(.) 
in bezug auf A}),_, die Relativordnung n — p hat, folgt oo einem Satz von O. Haupt °) 
die Existenz einer oberen Umgebung von «!, deren Bild /,(x) ın gr; auf R, die en - 
ordnung n — 1 — p hat. Also gibt es eine obere Umgebung von «' Auen Bild /,(x) ın 
bezug auf /?,_s die Relativordnung 1 hat. 


?) Vel.O. Delvendahl, Über Kurven von beschränkter Ordnung; Neue deutsche Forschungen 173 (1938), 13— 15. 
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Die Verknüpfung der im vorstehenden Absatz bewiesenen Tatsache mit der ent- 
sprechend zu beweisenden, zu ihr dualen Tatsache liefert jetzt das Ergebnis: 
Zu jedem Wert x!<<a,b) und zu jedem A,„_> und R, mit 


<BR, hd HR, = Rast V>Ryt, (a) R=R_(=0,1,..„n—1) 


I. R 
eibt es eine obere Umgebung U*(.x'), die durch R„_2 + fy(x) eineindeutig auf eine ein- 
seitige Umgebung von R„_a + f,(x!) im Büschel der durch R,_s gehenden Räume AR,_ı 
und durch A, f,_,(2) eineindeutig auf eine einseitige Umgebung von R,/ (2!) im Punkt- 
büschel der Geraden AR, abgebildet wird; die Orientierungen des R,„_,ı-Büschels und des 
I,-Büschels, die sich durch die Abbildungen R,_,-+ /,(x) bzw. R f,_,(x) aus der Orien- 
tierung von U*(.x') im Sinne wachsender x ergeben, bleiben bei ihrer Übertragung von 
dem einen dieser Büschel auf das andere durch die Beziehung der vereinigten Lage in Über- 
einstimmung mit der jeweils durch die direkte Abbildung von U*(x') bewirkten 
Orientierung. 

4. Ist x’ innerer Punkt der Strecke <a, b), so ergibt sich durch Umkehrung der 
Orientierung von (a, b), daß es sowohl eine obere Umgebung U*(x’) als auch eine untere 
Umgebung U”(x’) von der unter 3 beschriebenen Art gibt. Aus diesen beiden einseitigen 
Umgebungen gewinnt man nun durch Zusammensetzung Aufschluß über den Verlauf 
der Elementarkurve in einer vollen Umgebung U(x’). Hierbei sind offenbar genau die 
[folgenden Fälle möglich: 

Zur Verfügung stehen n R„_ı-Büschel, deren Büschelträger R7_> der Bedingung 

fl) N. (2) + RR ,=R,(e=91,..„n—1) 
eenügen, und n Punktbüschel, deren Trägergeraden A7 bei entsprechender Numerierung 
der Bedingung 
j„_.(2)>R) PR» =R_,@=0,1,..,.nr—i1) 
senügen. Es gibt dann auf (a, b) eine obere Umgebung U*(x’) und eine untere Umgebung 
U”(x’) des Wertes x’, von denen jede eineindeutig und stetig abgebildet wird, durch 


RR _> + f,(x) auf eine einseitige Umgebung von R2_s + f,(x’) im Büschel der durch R}_2 


q 
1 


auf der Geraden Xi (für alle qg = 0,1,...,n—1). Der Fall, daß bei einer dieser Abbil- 
dungen jede volle Umgebung U(x’) des Wertes x’, die in der Vereinigung von U*(x’) und 


gehenden Räume /?,_ „und durch X, f„_,(2) auf eine einseitige Umgebung von Ri...) 


!’”(.’) enthalten ist, in eine volle Umgebung des Bildes von x’ im Bildbüschel übergeht, 
werde mit X und der andere Fall, daß jede solehe Umgebung U(x’) in eine einseitige Um- 
eebung des Bildes von x’ im Bildbüschel übergeht, werde mit Y bezeichnet 8). Wird 
für eing(g=0,A1,...,n—1) die Abbildung der Strecke (a,b) auf ein R,„_ı-Büschel, 
das die Bedingung des g-ten R„_ı-Büschels erfüllt, durch eines der Zeichen X oder Y 
an der Stelle x’ gekennzeichnet, so gilt dieselbe Kennzeichnung an der Stelle x’ auch 
für jede Abbildung auf irgendein A„_ı-Büschel, das die Bedingung des g-ten /t„_ı-Büschels 
erfüllt, und auch für jede Abbildung auf irgendein Punktbüschel, das die Bedingung des 
(n — 1 — g)-ten Punktbüschels erfüllt. 

Das Verhalten der Elementarkurve AR, = f,(2) (a << x =<b) mit den Berührungs- 
räumen f„(2) (p = 1,2,...,n —1) in einem ihrer inneren Punkte /,(x’) läßt sich auf 
zwei zueinander duale Arten durch Ausfüllung eines Schemas von n Stellen, die von 


®) Die Kennzeichnung mit Hilfe der R,_,-Büschel steht in enger Beziehung zu der Kennzeichnung von 


F. Denk; sie geht in die Charakteristik von P. Scherk über (a. a. 0.°), 169), wenn man statt des Zeichens X bzw. Y 
die Zahl 1 bzw. 2 setzt. 
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0 bis n — 1 gezählt werden, mit einem der Zeichen X oder Y kennzeichnen, je nachdem 
man sich dabei der AR„_ı-Büschel oder der Punktbüschel bedient. Es gibt demnach für 
das Verhalten der Elementarkurve in einem ihrer inneren Punkte 2” verschiedene Möglich- 
keiten, und die beiden zueinander dualen Kennzeichnungen desselben Kurvenpunktes 
eehen durch Umkehrung der Reihenfolge der Stellen des kennzeichnenden Schemas aus- 
einander hervor. Kommt bei einer Kennzeichnung des Kurvenpunktes f(x’) k-mal das 
Zeichen Y und (n — k)-mal das Zeichen X vor, so hat das Bild /,(x) jeder vollen Umgebung 
von x’ mindestens die Ordnung n + k und ebenso das Bild f,_,(x) jeder vollen Um- 
eebung von x’ mindestens die Klasse n +- k°). Ein gewöhnlicher Kurvenpunkt hat also 
ın seiner Kennzeichnung n-mal das Zeichen X stehen; er ist außerdem dem Typ nach mit 
seinem dualen Fall identisch wie alle Kurvenpunkte, deren Kennzeichnungen symmetrisch 


n 
sind. Demnach ist die Anzahl der zu sich selbst dualen Singularitäten | 2 . im Falle 
der Ebene sind es die Typen X, X und Y, Y, im Falle des Raumes X, X, X; X, Y, X; 
Y,X\, Yund Y, Y, Y und ım Falle des R, die Typen X, X, X, X; X, Y, y X: Y, ER; 
EIER 


Daß die Ordnung des Bildes /u(« we vollen Umgebung von x’ mindestens n + k 


ist, wenn in einem Schema des Punktes /,(x2') genau k-mal das Zeichen Y steht, erkennt 
man auf folgende Art ): Iaw x! in einer hinreichend kleinen oberen Umgebung von .' 

. | ‚1 ) s a a nam 
enthält der Raum /,_.(&) + /,(2!) keinen Punkt /,(z) mit 2 + x,.x + a! und x ın eineı 


vorgegebenen vollen le von .’ oder genau einen solchen Punkt, je nachdem ob 

2 - .. ! . I) . . r . r 
das mit Hilfe der R,_1-Büschel zu x bestimmte Schema in der letzten Stelle das Zeichen \ 
oder das Zeichen Y stehen hat. Ebenso enthält der Raum f,_,(.) + {,(@') + 4,6) 


für 22(=# x!) in einer hinreichend kleinen oberen Umgebung von x’ keinen Punkt /,(.x) 
mit +2,20 + x ((=1,2) und x in einer vorgegebenen vollen Umgebung von x 
oder einen oder zwei verschiedene solche Punkte, je nachdem ob das mit Hilfe der A,_ı- 
Büschel zu x’ bestimmte Schema in seinen letzten beiden Stellen nur das Zeichen X oder 
genau einmal das Zeichen Y oder nur das Zeichen Y stehen hat, usw. 

Schließlich werde noch kurz erwähnt, daß sıch sämtliche 2” Typen der Singuları- 
täten, die auf den Elementarkurven des A, vorkommen können, auch verwirklichen 
lassen. Man kann das z. B. durch Projektion einer im Ra, gelegenen Elementarkurve /,(*) 
der Ordnung 2n mit den Berührungsräumen /,(x2) (p = 1,2,...,2n — 1) aus einem zu 
f(x’) fremden R),_ı auf einen zu R})_ı fremden A, erreichen ). Das mit Hilfe der R,_ı- 
Büschel gebildete Schema w Projektionspunktes von f,(x’) besteht dann nur aus den 
Zeichen X, wenn AA _ı + fu(x') = Ra ist, es hat an der g-ten Fr = 091.:.,2—1) 
das Zeichen Y und sonst nur vr Zeichen X, wenn 

i R_ ‚+ f,) =R,» Ri, + f (2) =R,;, 
ist, und es hat an der g-ten und an er r-ten Stelle 
@=0,1,..,„n—2;r=g+1,0+23..,.n—1) 
das Zeichen Y und sonst nur das Zeichen X, wenn Rn +, a) = Bi thala)= R 


' | “WR ’ 6 .n or j ar’ 2 . . . 
und A, , + /,@)= Rt fh.) = R,SÜ_, 156 usw. Aber das ist, auch abgesehen 


n+q7 


von der zu ihr dualen Möglichkeit, nicht die einzige Art der Verwirklichung der auf den 
Elementarkurven des A, möglichen Singularitäten. 
%) Vgl. die erwähnte Arbeit von F. Denk (a.a.O. ?), 2), wo die genaue Beziehung zwischen der Kenn- 


zeichnung des Kurvenpunktes und seiner Ordnung angegeben wird, sowie auch P. Scherk a. 
10) Vgl. P. Scherk a.a. 0. ?), 169. 





Eingegangen 10. Mai 1939. 
8*+ 








Über die Zerlegung von Rechtecken 


in lauter verschiedene Quadrate. 


Von R. Sprague ın Berlin-Charlottenburg. 


Es seı s 1 das Seitenverhältnis eines Rechtecks, das restlos in endlich viele 
paarweise inkongruente Quadrate zerlegt werden kann (auch im Fall s = 1 soll die Mehr- 
zahl gelten); die Menge aller s werde mit o bezeichnet. 

Über diese Menge sind bisher unter anderem folgende Tatsachen bekannt geworden: 


o enthält keine irrationale Zahl), 
o hat den Häufungswert 1 ?), 

o ist oberhalb 1 überall dicht ?), 
o enthält die Zahl 1). 


Das Resultat der vorliegenden Arbeit lautet: 

Jedes Rechteck von rationalem Seitenverhältnis läßt sich in endlich viele paarweise 
inkongruente Quadrate zerlegen. Mit anderen Worten: o enthält alle rationalen Zahlen Z 1. 

Zusammen mit dem zitierten Satz von Herrn Dehn ergibt dies die /dentität von o 
mit der Menge der rationalen Zahlen Z 1. 

Zum Beweise wird die Existenz einer unendlichen Folge gleichgroßer Quadrate 
dargetan, deren Glieder einzeln in endlich viele paarweise inkongruente Teilquadrate 
zerlegt sind und zu je zweien in keinem Teilquadrat übereinstimmen. Daraus folgt 
dann unmittelbar der behauptete Satz. 


s 1. 

Ein Rechteck AR, habe die Seitenlängen 1 und s, > 1. An eine der kürzeren Seiten 
von R, wird das zu R, ähnliche Rechteck angefügt, dessen größere Seite die Länge 1 
hat. So entsteht eine Rechteck AR, mit den Seitenlängen 1 und s,; es enthält 2 Abbilder 
von R, nämlich AR, selbst und eine verkleinerte Wiedergabe. Dies Verfahren werde 
schrittweise fortgesetzt: 

An eine der kürzeren Seiten von A, wird das zu AR, ähnliche Rechteck (mit allen 
Teilungsstrecken) angefügt, dessen größere Seite die Länge 1 hat. So erhält man ein 


Rechteck R„;+ı mit den Seitenlängen 1 und s„+1; es besteht aus 2”*' Abbildern von 
R,. (Fig. 1 zeigt ein AR, mit s, = 2.) 


3) M. Dehn, Über Zerlegung von Rechtecken in Rechtecke, Math. Ann. 57 (1903), S. 314-332. 

°) M. Abe, Onthe problem to cover simply and without gap the inside of asquare with a finite number ofsquares 
which are all different from one another, Proceed. Phys.-Math. Soc. Japan (3) 14 (1932), S. 385—387. 

3) A. Stöhr, Über Zerlegungen von Rechtecken in inkongruente Quadrate (Diss. Berlin 1938), Schriften d. 
Math. Inst. uw. d. Inst. f. angew. Math. d. Univ. Berlin 4 (1939), S. 119—140. 

*) R. Sprague, Beispiel einer Zerlegung des Quadrats in lauter verschiedene Quadrate, Math. Zeitschrift 
45 (1939), S. 607—608, 
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Für die Folge s,(r = 0,1,2,...) gilt nach dieser Konstruktion offenbar das 
Bildungsgesetz 
| 


Sm+1 = Sm (m = 0); 


Sm 
dem entspricht für die Folge U, = Sg HU, Us... der Differenzen der &, (ve. Fir. 1) 
das Bildungsgesetz 









































| | 
(1) Sat I a Ua = — Ä (m > 0). 
Uo a Il, u u Syn 
U, 
u, t“ Ro 
R, U, 2 
R, C 
1 
Fig. 1. Fig. 2. 


Spätere Schlüsse beruhen auf zweı Hilfssätzen über dıe Folge u,. 

Hilfssatz1. Die Reiheu, + u, +: : (u, > 0) mit dem Bildungsgesetz (1) ist divergent. 

Beweis. Die Annahme ihrer Konvergenz ergibt u, — 0, also nach (1) den Wider- 
spruch s„ > ©. 


Hujssatz 2. In der Reihe von Hulfssatz 1 sei u, und daher u, (v = 0) rational, also 
mit ganzen positiven Zahlen r,,t, 


IL 


Dann ıst für m Z 


Beweis. a) Es ıst 


o 
Tre ME Sin De rer Sr are Ya 
Io ro I, nrh neh E 
Für m = 2 gilt also, wegen (r,, 1) = 1, 


m—] 


(2) !n u bu; Im nn ER u 3 Im . 


Dies sei für irgendein m Z 2 richtig. Dann ist 


Il ı 
"n+1 u 1 1 l Nm "mn Um u=0 sa 
— m -! 1 m - — — — — m ” nn 0) 2 — 2 2 Pr 
Im-+1 Sm Um + Sm—1l 1 Un Tr 1 "m + Un Im Tr I 
Um Tr — 
m 
Aus (r,,t,) =1 folgt 
m 0 . 
"mn+ı = II :,, Imn+ı = Tim + Im: 
u= 


Daher gilt (2) für alle m 22. 
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Aus der ersten Gleichung von (2) und (r,, /,) = 1 ergibt sich die Richtigkeit der 
Behauptungen. 
b) Nach (2) ist 


>) [7 } 2} 
Im> "m—1 + TR ee Im—1 (m > 2), 
also 
2 4 om—1l 
Im > Im—ı In—2 “rn I 
82. 


Mit 0, werde ein Quadrat bezeichnet, das, wie Fig. 2 für ce = = zeigt, ın zwei 
inkongruente Quadrate mit den Seitenlängen c = sy, cg = 1 <s, und zwei kongruente 
Rechtecke R,, /to von $ 1 zerlegt ist. Die Rechtecke mögen unabhängig voneinander 
in eine endliche Anzahl von Quadraten zerlegt sein; wegen c, = 1 sind nach einem Satze 
von Herrn Dehn!) alle Seitenlängen rationale Zahlen. 

Dann soll Q, dasjenige Quadrat bedeuten, das entsprechend, außer zwei inkon- 
gruenten (uadraten, je ein ähnliches Abbild der Rechtecke R, und Rı von $ 1 enthält 
und ebenso groß ist wie Q,. Beim Übergang von R,, Ro zu R,, Rı und auch sonst sind 
die Zerlegungen in Teilquadrate zu übertragen. 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens wird eine Folge 0, (v=0,1,2,...) von 
eleichgroßen Quadraten gebildet, deren jedes aus zwei inkongruenten Teilquadraten 
und zwei in Quadrate zerlegten Rechtecken besteht. 

Mit wachsendem » nimmt das größere Teilquadrat beständig zu, das kleinere 
beständig ab. 

Die Seitenlängen der Quadrate in R, und /ty seien C,, €,» +, C„. Für die weiteren 
Überlegungen ist es belanglos, in welcher Weise sich diese Quadrate auf AR, und Ay ver- 
teilen. Es ist bequem, sie gleichsam alle dem Rechteck R, zuzuschreiben; darum ist von 
Rt, weıterhin nicht die Rede. 

Da das Seitenverhältnis s„ von A, mit m unbeschränkt wächst (Hilfssatz 1), aber 
die Länge der größeren Seite des in Q„ befindlichen Abbildes von A, unterhalb der Seiten- 
länge I + s, aller Q, liegt, nimmt die Länge der kleineren Seite dieses Abbildes bei wachsen- 
dem m.nach Null hin ab. 

\lan kann daher ein m, so groß wählen, daß die zuletzt genannte Länge für Q,, kleiner 
ausfällt als die kleinste der Zahlen c,, €, - - -, ©. Dann ist kein Teilquadrat von Q,, = Q, 
irgendeinem Teilquadrat von Q, = Q, kongruent. 

Weiter kann man m, > m, so groß wählen, daß in Q,, die kleinere Seite des Abbildes 
von A,,, kürzer wird als die kleinste Teilquadratseite von Q,. Dann ist kein Teilquadrat 
von Qy, = 0, irgendeinem Teilquadrat von Q, oder Q, kongruent. 

So fortfahrend, gewinnt man eine unendliche Folge Q, (v = 0,1,2,...) von gleich- 
eroßen Quadraten, deren Glieder 0; und Q; für i+ k in keinem Teilquadrat überein- 


stimmen. 





Ss 3. 
Von jetzt ab sei Q, in lauter verschiedene Quadrate zerlegt, also 
e>ua>u>:. >. am). 
‘s ist die Frage, unter welchen Bedingungen dann auch jedes Q, aus paarweise inkon- 
gruenten Quadraten besteht. 











k 
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Sei 2 (> 0) die kleinste Zahl mit der Eigenschaft, daß 0, (mindestens) zwei kon- 
gruente Teilquadrate aufweist; offenbar kommen dann in jedem Q, mit v» > / gleichfalls 
kongruente Teilquadrate vor. 

Die beiden größten Quadrate in Q, sind dort nur je einmal vertreten; die Seiten- 
verhältnisse der übrigen stimmen mit den Seitenverhältnissen der Teilquadrate von 
R, überein. 

Rt, enthält zwei Abbilder von AR,; die Längen ihrer kleineren Seiten sind 1 und u,. 

R, enthält 2? Abbilder von R,; die Längen ihrer kleineren Seiten betragen 1, n,. 
N, U, U, (vel. Fig. 1). 

R, enthält 2’ Abbilder von R,; die Längen ihrer kleineren Seiten bilden die Glieder 
der Summe, die sich durch formale Ausrechnung des Produkts 


N 
‚A (1 -+ u,) 
ergibt. 

It, enthält zwei Abbilder von A,_,, auf die je eines von zwei kongruenten Teil- 
quadraten des Rechtecks ZA, entfallen muß; andernfalls gäbe es schon in R}_ı kon- 
gruente Quadrate, gegen die Definition von /!. 

Nach diesen Bemerkungen kommt der Seitenlänge eines in R,_} liegenden 
(Juadrats ein Wert 

2 Up Uny Un is Sn sn 153. <a. << Si-l 


zu, wobei für p = nur c, dastehen soll. 
Die Seitenlänge eines in A, und nicht in R,_, liegenden (Juadrats hat entsprechend 
einen Wert 


Cy' Uy Up" 


Aus der Gleichheit beider Werte folgt, mit leichtverständlicher Abkürzung, 


cz IWu,)n Il(r,) - 1IXt.) 7 


"U, U, 1sysn, 0S4q, isn <n<<n<i. 


Cy . II (u,) Ad | II (t,) u Il(r;) A 
ür 22 2 kann sich 1, in dem letzten Bruch, nach Hilfssatz 2, a), nicht einmal zum Teil 
[ortheben. 
Vergrößert man Q, in solchem Maßstabe, daß die neuen Seitenlängen ce’, co, Ci, + + +, Cu 
der Teilquadrate sämtlich ganze Zahlen mit (c’, co, €, - - -, %,) = 1 werden, so muß wegen 


Cz (x 
/ > 
Cy Cy 
nach Hilfssatz 2, b) jedenfalls 
/ f—l 
u gzyzh>t 
. . .. v . . ® r ® 
gelten; dabei ist t, = r, der Zähler des Seitenverhältnisses ° = s,> 1 mit (r,, /y) — | 
0 
von R, also 1, > 1. 
Für 2=1 ergibt sich 
5 Mn ..3, 
Deus a 
Cy | So 


es stehen dann zwei Quadratseiten von AR, im Verhältnis der Seiten von Ft. 


st 
Nach $ 3 läßt sich für jedes vorgelegte, aus lauter verschiedenen Quadraten zu- 
sammengesetzte Q, in einer endlichen Anzahl von Schritten entscheiden, ob jedes 0, 
diese Eigenschaft von Q, teilt. 
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Diese Entscheidung soll nun für ein bekanntes *) Q,, es heiße 0%, durchgeführt 
werden (Fig. 2 stellt 05 ohne die -Zerteilung der Rechtecke dar). 


Dazu genügen die folgenden Angaben über 0%: 
6 
5 also t, = 16; 
2. von den Zahlen c,, €3,.. .,c„ (n = 53) steht kein Paar im Verhältnis 16 : 13; 
>. es ist c] = 1040; 
4. keine der Zahlen cj, &,..., ist durch 425 teilbar. 
Der Fall 2= 1 scheidet wegen 1. und 2. aus. 
Für 222 muß, nach $ 35, 


l. dort ist ,= 


A—1 = ’ 
I; Mn Cı, 


also 


16° < 1040 

sein. Daraus folgt 2 < 3; es kommt daher nur noch / = 2 in Betracht. 

Mit 7, = 16, ty, = 13 ergibt sich t, = 16° + 13? —= 425. Nach $ 3 müßten dann 
zweı Zahlen c7, c, einen Bruch gr bilden, aus dessen Nenner sich 425 nicht fortheben 

Y 

läßt. Das ist wegen A. unmöglich. 

Daher enthält jedes 0 (= 0,1,2,...), also auch jedes 0% ($ 2) lauter inkon- 
eruente Quadrate, und die Teilquadrate aller Q} sind in ihrer Gesamtheit paarweise in- 
kongruent. (Dies gilt übrigens schon für die Teilquadrate aller 0}; doch ist die Begrün- 


dung nicht einfacher als die nur Hilfssatz 1 erfordernde Konstruktion der Teilfolge 0X.) 
Jedes Rechteck mit rationalem Seitenverhältnis ist offensichtlich in lauter gleiche 
(Juadrate zerlegbar. Wenn man diese sämtlich, oder bis auf eines, durch ebenso große 
Abbilder von verschiedenen Gliedern der Folge Q, ersetzt, gewinnt man eine Zerlegung 
des Rechtecks in endlich viele paarweise inkongruente Quadrate. 
Damit ist der in der Einleitung angekündigte Satz bewiesen. 


Eingegangen 16, Juni 1939. 





